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SUR  CETTE  SECONDE  ÉDITION. 

1^  A  traduclLon  françoife  des  Kit- 
mens  d' Algèbre  d'EuLER  ,  forde 
pour  la  première  fois  de  nos  preffes 
en  lyS^^  fut  accueillie  avec  tout 
V  empre  (fernem  que  pouvoir  promettre 

la  célébrité  de  fon  illufre  Auteur  (■^). 

^■— — -■^—  Il  ^ 

^*)  Elle  parut  foiis  les  aufpices  de  d*Alen:bert, 
à  qui  elle  fut  dédiée  ;  le  refpeâ:  que  nous  portons 
à  ia  mémoire  nous  fait  une  loi  de  rappeler  ici  îa 
dédicace  placée  alors  à  la  tête  de  notre  édition. 
A  M.  d'Alembert. 

«  Tl  ne  nous  appartient  ni  de  prononcer  fur  le 
H  mérite  de  l'Ouvrage  dont  vous  nous  avez 
»  permis  de  faire  paroître  la  première  édition 
»  Françoife  fous  vos  aufpices,  ni  d'ajouter  aux 
j>  éloges  qu'il  a  reçus  ,  foit  dans  fa  langue  ori- 
♦1  ginale  ,  foit  dans  la  tradudion   Ruffe  qu  oa 
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yj  Avis 

La  clarté  &  la  profondeur  qui  y 
régnent  ^  dévoient  fixer  V attention  de 
tous  ceux  qui  s' appliquent  a  l'étude 
du  calcul  :  plus  F  ouvrage  fut  connu 
&  apprécié ,  plus  il  fut  recherché  ; 
&  les  exemplaires  de  cette  première 
édition  devenus  extrêmement  rares  y 
ont  été  portés ,  en  dernier  lieu ,  a  un 
prix  exorbitant.  Il  reßoit  à  défirer , 
non  pour  la  gloire  de  V  Auteur  mais 

»  en  a  donnée.  Le  nom  feul  de  M.  Eulcr  ,  en  le 
»  rendant  précieux  aux  Mathématiciens ,  annonce 
M  à  ceux  qui  travaillent  à  le  devenir,  tout  ce 
^  qu'ils  peuvent  s'en  promettre. 

>>  M.  Eernoulli  ,  digne  héritier  de  ce  nom 
\i  fi  grand  dans  les  Sciences  ,  &  Direßeur  de 
^>  rObfervatoire  de  Berlin ,  s'eft  chargé  de  rendre 
»  en  notre  langue  le  texte  de  M.  Eiihr ,  &  de 
M  l'enrichir  de  quelques  notes  hiftoriques.  M.  de 
M  LA  Grange  ,  dont  le  rare  génie  êc  les  nom- 
^>  breux  fuccès  fixent  depuis  long- temps  Tattec- 


SUR    CETTE    SECONDE   ÉDITION.    Vij 

poitr  runluc  publique ,  que  U ouvrage 
adopté  publiquement  fut  mis   entre 
les  mains  des  jeunes  élevés  auxquels 
il  avoir  ejfentiellement  été  defliné.  Ce 
vœu    eß   maintenant   aeeompU   :    k 
Comité  d'inßruclion  publique  vient 
de  le  rappeler  à  fa  deflination  pre- 
mière ;    il  en   a  eonfacré  &  étendu 
tutiliié. 

Dans  la   vue  de  concourir  a  la 


H  tlon  de  toute  TEurope  favante  ,  a  ajouté  au 
^>  mérite  de  l'Ouvrage  ,  en  y  joignant  un  mor- 
^>  ceau  ^tÇCix^À  à  compléter  le  traité  de  l'Analyfe 
»  indéterminée. 

>»  Tout  concourt  à  établir  vos  droits  fur  Thom- 
>>  mage  que  nous  prenons  la  liberté  de  vous  oî- 
>»  frlr.  Cell  au  Philofophe  ,  au  Mathématicien  qui 
»  honore  fon  fiecle  ,  que  nous  devions  préfen- 
».  ter  rOuvrage  d'un  homme  également  defliné  à 
»  riUuftrer.  L'ambition  s'attacha  icuvent  au  rang 
y,  pour  s'appuyer  de  la  faveur  de  la  proteûion  ; 
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viij  Avis  sur  cette  sec.  Édit. 
fig^Jß  defes  vues ,  nous  nous  fommes 
hâtés  de  publier  cette  première  partie  , 
qui  renferme  &  complète  /'Analyfe 
déterminée.  La  féconde  partie  ^  en- 
tièrement confacrée  a  /'Analyfe  indé- 
terminée &  enrichie  des  additions  du 
célèbre  LA  Gr ANGE  ,  eßfous prejfe  ; 
elle  fera  dißribuee  féparément  en 
faveur  de  ceux  qui  voudront  com^ 
pléter  r ouvrage, 

»  un  motif  plus  cher  nous  porte  à  vous  offrir  le 
»  témoignage  public  de  la  reconnoiflance  que 
>>  nous  devons  aux  bontés  dont  vous  nous  avez 
»  honorés.  En  plaçant  votre  nom  à  la  tête  de  ce 
»  Livre  ,  nos  fentimens  pour  vous  nous  ont 
»>  fuggéré  le  choix  qu'auroit  pu  faire  le  difcer- 
»  nement  le  plus  jufte  ,  &  nous  nous  applau- 
»  dirons  dans  notre  hommage  ,  d'avoir  l'Europe 
f^  entière  pour  témoin  &  pour  approbateur.  » 
h  M.  Bruyset  père  et  fils. 


AVERTISSEMENT 

DES    ÉDITEURS 
DE     U  ORIGINAL. 


J^ous  mettons  entre  les  mains 
des  amateurs  de  l'Algèbre  un 
Ouvrage  dont  il  a  déjà  paru  une 
traduction  Rufîe  il  y  a  deux  ans. 
Les  vues  du  célèbre  Auteur 
étoient  de  çompofer  un  livre 
élémentaire  ,  au  moyen  duquel 
on  pût  apprendre  ,  fans  aucun 
autre  fecours  ^  l'Algèbre  à  fond» 
La  perte  de  fa  vue  lui  avoit  fug- 
géré  cette  idée ,  l'aclivité  de  fon 
génie  ne  lui  permit  pas  de  dif- 


X  AVERTIS  SEMENT. 
férer  long-temps  à  la  mettre  en 
exécution.  M.  Euler  choifit  pour 
cet  effet  un  jeune  homme  qu'il 
avoit  pris  à  fon  fervice  en  quit- 
tant Berlin  ,  qui  pofîedoit  affez 
bien  l'Arithmétique  ,  mais  qui 
n'avoitd'ailleurs  aucune  teinture 
des  Mathématiques  ;  il  avoit  ap- 
pris le  métier  de  Tailleur ,  &  ne 
pouvoit  être  mis ,  quant  à  fa  ca- 
pacité 5  qu'au  rang  des  efprits 
ordinaires.  Non-feulement  ce 
jeune  homme  a  .très-bien  faifî 
tout  ce  que  fon  ijluflre  Maître 
lui  enfeignoit  &  lui  dicloit ,  mais 
il  s'eii  même  trouvé  en  peu  de 
temps  en  état  d'achever  tout 
feul  les  calculs  algébriques  les 


AVERTI  s  s  E  ME  NT.  xj 
pîus  dîïliciles  ,  &  de  réfoudre 
promptement  toutes  les  quef- 
tions  analytiques  qu'on  lui  pro- 
pofoit. 

Le  fait  que  nous  citons  doit 
àonn^r  une  idée  d'autant  plus 
avantageufe  de  la  méthode  qui 
regne  dans  cet  Ouvrage  ,  que 
le  jeune  homme  qui  l'a  écrit,  qui 
en  a  développé  les  calculs  ,  & 
dont  les  progrès  ont  été  fi  mar- 
qués ,  n'a  reçu  abfolument  d'au- 
tres inftruâ:ions  que  de  ce  Maî- 
tre 5  fupérieur  à  la  vérité  ,  mais 
privé  de  la  vue. 

Indépendamment  d'un  avan- 
tage aufli  grand  ,  les  Connoif- 
feurs  verront  ^  avec  autant  de 


xij  AVERTIS  s  EME  NT. 
plaiiir  que  d'admiration ,  Tex- 
pofition  de  la  doârine  des  lo- 
garithmes &  de  fa  liaifon  avec 
d'autres  calculs  ,  ain{i  que  les 
méthodes  qu'on  donne  pour  la 
réfolution  des  équations  du  troi- 
fieme  &  du  quatrième  degré. 

Ceux  enfin  que  les  problèmes 
de  Diophante  peuvent  intéref- 
fer  5  feront  charmés  de  trouver 
dans  la  dernière  feârion  de  la 
féconde  Partie  ,  tous  ces  pro- 
blêmes préfentés  d'une  manière 
fuivie  5  &  Texphcation  de  tous 
les  procédés  de  calcul  néceilai- 
res  pour  les  réfoudre. 


AVERTISSEMENT 

DU   TRADUCTEUR. 

Le  Traité  d'Algèbre  que  j'ai  en- 
trepris de  traduire  ,  a  été  publié  en 
Allemand  en  1770  par  l'Académie 
Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pé- 
tersbourg. Je  m'abftiendrai  d'en  louer 
le  mérite ,  ce  feroit  prefque  faire  in- 
jure au  nom  célèbre  de  l'on  Auteur  ; 
il  fuffira  d'ailleurs  d'en  lire  quelques 
pages ,  pour  voir ,  par  la  clarté  avec 
laquelle  touteft  expofé,  quel  fruit 
les  commençans  peuvent  en  retirer. 
C'eftfur  d'autres  objets  que  je  crois 
devoir  un  Avertiflement. 

Je  me  fuis  écarté  de  la  divifion 
fuivie  dans  l'original ,  en  faifant  en- 
trer dans  le  premier  volume  de  la 
traduoionFrançoife  la  première  fec- 
tion  du  fécond  volume  de  l'original , 
qui  complets  l'Analyfe  déterminée. 


xiv  AVERTIS  s  EMENT. 
On  fentira  facilement  les  raîfons  de 
ce  changement;  non-feulement  il  fa- 
vorifoit  la  divifion  aflez  naturelle  de 
l'Algèbre  en  Analyfe  déterminée  & 
en  Analyfe  indéterminée ,  mais  il 
devenoit  néceffaire  pour  conferver 
quelque  égalité  dans  l'épaifleur  des 
deux  volumes,  par  rapport  aux  Ad- 
ditions qu'on  trouve  à  la  fin  de  la 
féconde  partie. 

On  s'appercevra  aifément  à  la  lec- 
ture de  ces  Additions ,  qu'elles  ne 
peuvent  être  que  de  M.  de  la  Grange  ; 
auiîi  font-elles  une  des  raifons  qui 
m'ont  principalement  engagé  à  eii- 
treprendre  ma  tradu£Hon  ;  je  me  fuis 
félicité  d'être  le  premier  à  faire  voir 
plus  généralement  aux  Mathémati- 
ciens à  quel  haut  point  de  perfeftion 
deux  de  nos  plus  illuftres  Géomètres 
ont  porté  depuis  peu  une  branche  de 
l'Analyfe  ,  peu  connue  ,  mais  dont 
on  fent  les  épines  dès  qu'on  cherche 
à  l'approfondir ,  &  qui  ^  de  l'aveu 


AVERTISSEMENT,  xv 
même  de  ces  grands  génies ,  leur  a 
ofFert  les  problèmes  les  plus  difficiles 
qu'ils  aient  jamais  rélolus. 

Je  crois  avoir  traduit  cette  Algèbre 
comme  on  convient  qu  il  faut  traduire 
des  Ouvrages  de  cette  efpece  :  je  me 
fuis  principalemient  attaché  à  entrer 
dans  le  fens  de  l 'original  (k  à  le  rendre 
avec  toute  la  clarté  poffible  ;  peut- 
être  même  oferai-je  attribuer  quelque 
fupériorité  à  ma  Traduöion  fur  l'ori- 
ginal ,  parce  que  cet  Ouvrage  ayant 
été  diâé  &  n'ayant  pu  être  revu  par 
fon  illuflre  Auteur  ,  il  efl:  facile 
de  concevoir  qu'il  avoit  befoin  dans 
plufîeurs  endroits  qu'on  y  pafsât  la 
îim.e.  Au  relie  ,  fi  je  ne  m.e  fuis  point 
aflervi  à  traduire  littéralemicnt  ^  je 
n'ai  pas  laiffé  de  fuivre  mon  Auteur 
pas  à  pas  ;  j'ai  confervé  les  mêm.es 
divifions  dans  les  articles ,  &  c'efi: 
dans  un  fi  petit  nombre  d'endroits 
que  j'ai  penfé  à  fupprimer  quelques 
■  détails  de  calcul ,  ou  à  inférer  une 


xv]    AVERTISSEMENT. 
ou  deux  lignes  d'éclairciflement  dans 
le  texte  ,  qu'il  ne  vaut  pas ,  je  crois  , 
la  peine  d'entrer  dans  le  détail  des 
raiîons  qui  peuvent  me  juflifier. 

Je  ne  dirai  rien  non  plus  des  notes 
que  j'ai  ajoutées  à  la  première  Partie  ; 
elles  font  en  affez  petit  nombre  pour 
que  je  ne  craigne  pas  le  reproche 
d'avoir  grofli  inutilement  le  volume , 
elles  peuvent  d'ailleurs  répandre  du 
jour  fur  difterens  points  de  Fhiftoire 
des  Mathématiques ,  &  faire  connoî- 
tre  un  grand  nombre  de  tables fub-^ 
fîdiaires  peu  connues. 

Quant  à  l'exaâitude  de  la  correc- 
tion^ je  compte  qu'elle  ne  le  cédera 
en  rien  à  celle  de  l'original  ;  j'ai  com- 
paré avec  foin  tous  les  calculs ,  ÔC 
en  ayant  refait  un  grand  nombre 
moi-même ,  j'ai  pu  corriger  plufieurs 
fautes  indépendamment  de  celles  qui 
étoient'  indiquées  dans  X Errata. 

Élémens 
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D'ALGEBRE, 


3S' 


PREMIERE    PARTIE, 

Où  l'on  traite  de  l'Analyfe  déterminée. 


SECTION   PREMIERE.     ' 

Des  différentes  Méthodes  de  calcul  pour  les  grandeurs 
ßmpUs   ou  incomplexes. 


CHAPITRE   PREMIER. 
DES  MATHÉMATIQUES  EN  GÉNÉRAL, 

t. 


o 


N  nommé  grandeur  ou  quantité  ^  tout 
ce  qui  eft  fufceptible  d'augmentation  & 
de  diminution. 

Une  fomme  d'argent  eft  donc  une  quan- 
Tome  L  A 
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tité,  puîfqu'on  peut  y  ajouter  &  qu'on  peut 
en  ôter. 

11  en  eft  de  même  d'un  poids  &  d'autres 
chofes  de  cette  nature. 

On  voit  donc  facilement  qu'il  doit  y 
avoir  tant  de  différentes  efpeces  de  gran- 
deurs, qu'il  feroit  même  difficile  d'en  faire 
rénumération  :  &  voilà  l'origine  des  diffé- 
rentes Parties  des  Mathématiques,  chacune 
d'elles  s'occupant  d'une  efpece  particulière 
de  grandeurs.  Les  Mathématiques  en  gé- 
néral ne  font  autre  chofe  que  \-difcie?ice  des 
quantités  ,  ou  la  fcience  qui  cherche  les 
moyens  de  les  mefurer. 

3- 

Or  nous  ne  pouvons  mefurer  ou  déter- 
miner une  quantité  ,  qu'en  regardant  une 
autre  quantité  de  la  même  efpece  comme 
connue  ,-  &  en  indiquant  le  rapport  de 
celle-ci  à  celle-là* 


dAlcebres  5 

Qu'il  s'agifle,  par  exemple,  de  déter- 
jminer  la  quantité  d'une  Ibmme  d'argent ,  on 
regardera  comme  connu  un  louis ,  un  écu  , 
un  ducat  ou  quelqu'autre  monnoie ,  &  on 
indiquera  combien  de  ces  pièces  font  con- 
tenues dans  ladite  fomme» 

De  même ,  s'il  étoit  queftion  de  déter- 
miner  la  quantité  d'un  poids  ,  on  regarde- 
roit  un  certain  poids  comme  connu  5  par 
exemple ,  une  livre ,  un  quintal ,  une  once> 
&  on  indiqueroiî  combien  de  fois  tel  ou  tel 
poids  eft  contenu  dans  celui  qu'on  déter- 
mine. 

Veut-on  mefurer  une  longueur  ou  une 
étendue,  on  fe  fervira  d'une  certaine  lon- 
gueur connue ,  telle  qu'eft  un  pied. 

4* 

Ainfi  les  déterminations  ou  les  mefures 
de  grandeurs  de  toutes  efpeces  ,  reviennent 
à  ceci  :  Qu'on  fixe  d'abord  à  volonté  une 
certaine  grandeur  de  la  même.efpece  que 
celle  qu'on  veut   déterminer  ,  afin  de  la 
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prendre  pour  mefure  ou  unité  y  enfuîte,  que 
l'on  détermine  le  rapport  qu'a  la  grandeur 
prefcrite  avec  cette  mefure  connue.  Ce 
^•apport  s'exprime  toujours  par  des  nom- 
bres ,  d'où  il  s'enfuit  qu'un  nombre  n'efl: 
autre  chofe  que  le  rapport  d'une  grandeur  à 
une  autre  prife  arbitrairement  pour  l'unité. 

5. 

Il  eft  évident  par-là  que  toutes  les  gran- 
deurs peuvent  être  exprimées  par  des  nom- 
bres 5  &  qu'on  doit  faire  confifter  ce  fon- 
dement de  toutes  les  Sciences  Mathéma- 
tiques 5  dans  un  traité  complet  de  la  fcience 
des  Nombres  &  un  examen  foigneux  des 
différentes  manières  de  calculer  qui  peuvent 
fe  préfenter. 

On  nomme  cette  partie  fondamentale 
des  Mathématiques  ,  VAnalyfe  ou  V Al- 
gèbre (*). 

(*)  Plufieurs  Mathématicien«  diftinguent  «ntre  Ana-i^ 
lyfe  Se  Algèbre,  Ils  entendent  par  le  terme  d'Anafyß  la 
méthode  qui  ejifeigne  à  trouver  ce«  règles  générales ,  a» 
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6. 

On  ne  confidere  donc  dans  l'Analyfe 
que  des  nombres  qui  repréfentent  des  quan- 
tités ,  fans  s'embarrafler  des  efpeces  parti- 
culières des  Quantités.  C'eft  dans  les  autres 
parties  des  Mathématiques  qu'on  s'occupe 
de  ces  efpeces.  ■''- 


On  traite  des  Nombres  en  particulier 
dans  V Arithmétique  ,  qui  eft  \d:  fcience  des 
Nombres  proprement  dite;  mais  cette  fcience 
ne  s'étend  qu'à  de  certaines  façons  de  cal?-^ 
culer  qui  fe  préfentent  ordinairement  dans  ^ 
la  vie  commune.  L'Analyfe  au  contraire 
comprend  généralement  tous  les  cas  qui 
peuvent  avoir  lieu  dans  la  do6lrine  &  le 
calcul  des  Nombres. 

moyen   defqueîles    eiv   foulage    Tefprit    dans    toutes    les 
recherches  mathématiques;   &  ils  nomment  Al^dre  l'inf- ^ 
trument    que   cette    méthode  emploie   pour  y   parvenir. 
Ceft  la  définition  que  M,  ße^oui  adopte'  dans  la  Préface 
ds  fon  Al^ebje, 

A  5 


6.  E    l,   È    M    E    M  'S  ' 

CHAPITRE    IL 

Explication  des  Signes  -|-  Plus  &  —  Moins* 

Ü  A  N  x>  il  s'agit  d'ajouter  à  Un  nombre 
donné  un  autre  nombre  ,  cei^ -s'indique  par 
le  figne  -\-  qu'on  met  devant  ce  fécond 
nombre  y  &  qu'on,  prononce  plus.  Ainfi 
5  -f-  3  fignifie  q^'on  doit  ajouter  encore 
3  au  nombre  5  ,  &  tout  le  monde  fait  qu'il 
en  réf ulîera  8  5  d.Ç:  tnême  1 2  -|-  7  font  195 

2.5  -["  1^  ^^^^  4*  à  fe  Ibmme  de  25  -jp  41 
eft  66,  &c. 

9. 

On  a  coututtie  auffi  de  fe  fervîr  du  même^ 
figne  -^  plus  ,  pour  lier  enfemble  phifieurs 
nox  bres  ;  par  exemple  :  7  -H*  5  "f"  9  fignifie" 
qu'eau  non:ibre  7  il  faut  ajouter  5  &  de  plus 
encore  9  ,  ce  qui  fait  2f.   On  comprend 
donc  ce  que  ngnifie  la  formule  fùivante  : 


2>[  A    L    G    E    s    R\E,  7 

à  favoir ,  la  Ibmme  de  tous  ces  nombres  » 
qui  fait  51.  ...  ^  ^i  li-'i 

,:\Tout  cela  ne  peut  qu'être  clair  ,  &  il 
refte  à  faire  obferver  que  dans  l'Analyfe 
on  indique  les  nombres  d'une  manière  gé- 
nérale .par  des  lettres  ,  comme  4^  b-yC  ,,i£, 
&c.  Ainfî,  quand  on  écrit  a-\-h^  cela 
fignifie  la  fomme  des  deux  nombres  qu'on 
a  exprimés  par  wSc'h ^  &  ces  nombres 
peuvent;  êtr^  très-grands -ou  très-petits.  De 
même/-f-  m'-\-h-^Xy  fignifie  la  fomme 
des  nombres  indiqués  par  ces  quatre  lettres* 
Il  fufRra  donc  toujours  de  fayoir  quels 
nombres  ont  été  indiq^é$  par  de  telles  lettre^ 
pour  trouvçr  auffi^tôt  ^  par  l'Arithmétique  , 
les  fqrpti^e^  ,^  .  les  -\falei«:s  de  pareille 
formules*.-     o.-nflnD  n^-ssîo  ;  .t.5   3^31 -Ir 

Quand  il  çft  queftion-j  a\ä   contraire^ 
d'ôter  ou  .4e;  fouftraire  un.  nombre   d'un 

A   4 


autre  nombre,  on  indique  cette  opération 
par  le  figne  — ,  qui  fignifie  moins ,  &  qu'on 
inet  devant  le  nombre  à  fouftraire  :  ainfi 

îfignifie  que  le  nombre  5  doit  être"  oté  du 
nombre  8  ;  ce  qui  étant  fait'  il  réfte  3  ^ 
comme  perfonne  ne  Tignore^  De  même 
cl  2.—-  7  eft  autant  que  j  ^  &-  io—  14  eft 
autant  que  6  :,  &€<•'•   '-^-^-^p   t  '^^^^  ^ 

"'"'  'II' peut  ârnvër  auffi  qu^on^aîr  plufîeurs 
liombres  à  fouftraire  d'un  feul  nombre.  Ceft 
le  cas  de  cet  exemple:   ^""^•^''' 

Gela  fignifie  :  Otez  d'abord  1  de  50,  ilrefte 
49  j  ôtez  3  de  cerefte ,  il  reftera  46  ;  ôtez- 
en  encore  5  j  refterit  41  j-'ôtez  ënfuite'7', 
il  refte  34  ;  ôtez- en  enfin  9  ,  reftènt  1'^  ; 
&  ce  dernier  refte  eft  la  valeur  de  la  for- 
mule propofée.  Mais  comme  les  nombres 
*  5  35  5)799  ^^^^  ^^"^  ^  fouftraire ,  il 
revient  au  même  de  fouftraire  leur  fomme; 
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■qui  eft*  2  5  ,  toute  à  la  fois  de  5  o  ;  le  refte 
•fera  25  ,  comme  auparavant. 

II  efl  de  même  très-facile  de  déterminer 
la  valeur  de  pareilles  formules ,  où  les  deux 
:fignes  -j-plus  &  —  moins  fe  rencontrent  ; 
.par  exemple  : 

12 — 3  —  5-|-i —  I  eil  autant  que  5. 
Il  n'y  a  qu'à  prendre  féparément  la  fomme 
des  nombres  précédés  du  figne  -|-  ,  &  en 
ôter  celle  des  nombres  précédés  de  — .  La 
fomme  de  1 2  &  de  2  eft  1 4 ,  celle  de  }  , 
5  &  I  5  eft  9  j  or  9  étant  ôté  de  14  ,  il 
refte  j, 

14. 

On  s'appercevra  bien  par  ces- exemples 
que  l'ordre  des  nombres  qu'on  écrit  eft  très- 
indifférent  &  tout- à-fait  arbitraire  ,  pourvu 
-qu'on  conferve  à  chacun  Ton  figne.  Rien 
n'empêcheroit  de  mettre  à  la  place  de  là 
formule  du  §  précédent  celles-ci  : 
124-2— 5— 3--1  ',  0U2— 1  — }— 5+12^; 
:  OU  24-12 — y — 1 — }5 
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o:u  encore  d'autres  ;  &  il  faut  remarquer 
que  dans  la  formule  propofée  ,  le  figne  -^ 
eft  cenfé  être  mis  devant  le  nombre  12. 

I  5  • 

On  n'aura  plus  de  difficultés  non  plus 
quand,  pour  généralifer  ces  procédés ,  on 
voudra  feJer\df  de  lettres  à  la  place  de 
nombres  réels.  11  efl  clair >  par  exemple, 

:Çie       .     p  ^'^cl^*  "   '  ---^^^"î";  ■' 

^{îgnifie  qu'on  a"  des  nombres  exprimés 
ipar  >a  &  dy&c  que  de  ces  nombres ,  ou  de 
leur  fomme  ,  il  faut  ôter  les  nombres  ex- 
primés par  les  lettres/  ,  c  ^  e ,  &  précédés 
du  figne— .  ^*!vs3~isqc[ß'-5  aO 

;  :  '-i 

n.  Il  importe  donc  principalement  ici  de 
ifeyoir  quel  figne  fe  trouve  devant  chaque 
nombre.  De  là  vient  que  dans  l'Algebré, 
les  quantités  fimples  font  les  nombres  coq- 
iidérés  avec  les  iîgnes  qui  les  précèdent 
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OU  qui  les  affeclent.  On  nomme  quantités. 
pofiiLves ,  celles  devant  lefquelles  fe  trouve 
le  figue  -(^  ;  &  quantités  négatives  ,  celles 
qui  font  affeftées  du  figne — • 


'^  h 


17. 

La  manière  dont  on  a  coutume  d'indî-v 
quer  les  biens  d'une  perfonne  ,  eft  très^} 
propre  à  éclaircir  ce  que  nous  venons  de 
dire.  On  indique  par  des  nombres  pofitifs, 
&  moyennant  le  figne  -j- ,  ce  qu'un  homme 
poffede  réellement ,  au  lieu  que  fes  dettes 
fe  repréfentent  par  des  nombres  négatifs , 
ou  par  le  moyen  du  figne  — .  Ainfi  quand 
on  dk  de  quelqu'un  qu'il  a  joo  écus  ,  mais 
qu'il  en  doit  50  5  c'eft  dire  que  fon  bien 
fe'  monte  à  'rrrr/n-'  l 

100 — 50  j  QU,  ce  quieftlamêmechofey 
-^loo — jo,  c'eft-à-dire  50. 


18. 


iq  ^oi  nr. 


Puifque  les  rwmbres  négatife  peuvent 
eue  confidérés  comme  des  dettes ,  en  tanr 
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que  les  nombres  pofitifs  indiquent  des  biens 
effeftifs ,  on  peut  dire  que  les  nombres  né- 
gatifs font  moins  que  rien,  Ainfi  quand  un 
homme  ne  poflede  rien ,  &  qu'il  doit  même 
50  écus  ,  il  eft  certain  qu'il  a  50  écus  de 
moins  que  rien  ;  car  fi  quelqu'un  lui  faifoit 
préfent  de  5  o  écus  pour  payer  fes  dettes , 
il  ne  feroit  encore  qu'au  point  de  n'avoir 
rien  ,  quoiqu'il  fut  devenu  plus  riche  qu'il 
n'étoit. 

19. 

De  même  donc  que  les  nombres  pofitifs 
font  inconteflablement  plus  grands  que 
rien ,  les  nombres  négatifs  font  plus  petits 
que  rien.  On  en  obtient  des  nombres  po- 
fitifs en  ajoutant  I  à  o,  c'eft-à  dire  ,  à  rien  ^ 
&  en  continuant  d'augmenter  ainfi  toujours 
de  l'unité.  C'eft  là  l'origine  de  la  fuite  des 
nombres  qu'on  nomme  nombres  naturels;. 
en  voici  les  premiers  termes  : 

o,  +  i,+2,+3»+45+5»+^»+7v+^j+9>  +  ïc^ 
&  ainfi  de  fuite  à  l'infini. 
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Mais^  au  lieu  de  continuer  ainfi  cette 
fuite  par  des  additions  fucceffives  on  la 
continuoit  dans  le  fens  contraire  ,  en  retran- 
chant perpétuellement  l'unité  ,  on  auroit 
la  fuite  ,  ou  férié  fuivante  ,  des  nombres 
négatifs  : 

o,-i,_2,-.3,-4,-5,-6,-7,-8,-9,-io, 
&  aind  de  fuite  jufqu'à  l'infini. 

20. 

Tous  ces  nombres  tant  pofitifs  que  néga- 
tifs ,  ont  le  nom  connu  de  nombres  entiers  ç 
lefquels  par  conféquent  font  ou  plus  grands 
ou  plus  petits  que  rien.  On  les  nomme 
nombres  entiers ,  pour  les  diitinguer  d'avec 
les  nombres  rompus ,  &  d'avec  plufieurs 
autres  efpeces  de  nombres  dont  nous  par- 
lerons dans  la  fuite.  Car  5  o ,  par  exemple , 
étant  plus  grand  d'une  unité  entière  que  49  , 
on  comprend  facilement  qu'il  peut  y  avoir 
entre  49  &  50  une  infinité  de  nombres  in- 
termédiaires ,  tous  plus  grands  que  49  ,  & 
pourtant  tous  plus  petits  que  jo.  On  n'a 
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qu'à  fe  repréfenter  deux  lignes  ,  l'une  loil^ 
gue  de  50  pieds,  l'autre  longue  de  49  pieds  5 
on  conçoit  aifément  qu'on  peut  tirer  un 
nombre  infini  de  lignes  toutes  plus  longues 
que  49  pieds  ,  &  plus  courtes  cependant 
que  50  pieds. 

H  importe  extrêmement  darrs  toute  TAU 
gebre ,  que  l'on  fe  faffe  une  idée  nette  de 
ces  quantités  négatives  dont  il  a  été  quef* 
tion.  Je  me  contenterai  de  faire  remarquer 
ici  d'avance  que  toutes  ces  formules ,  par 
exemple  , 

+  1— I , +2— 2, +}— 3  , +4—4,  &c* 
valent  o  ou  rien.  Enfuite  que 

+  2  —  5   vaut — 3. 
Car  fi  quelqu'un  a  2  écus  &  qu'il  en  doive 
5  ,  non- feulement  il  n'a  rien ,  mais  il  doit 
encore  3  écus  :  de  même 

7 — 12  eft  autant  que — j* 
&  25 — 40  vaut — I  j. 
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22. 

Les  mêmes  chofes  doivent  s'obferver  ^ 
quand  on  emploie  d'une  manière  plus  gé- 
nérale des  lettres  au  lieu  de  nombres  5  on 
aura  toujours  o  ou  rien  pour  la  valeur 
de  4"  ^ — ^«  Veut-on  favoir  enfuite  ce  que 
îîgnifie  5  par  exemple  ,  -\-  a — b ,  Ton  con- 
(îdérera  deux  cas  : 

Le  premier  a  lieu  quand  a  efl:  plus  grand 
que  b ,'  il  faut  alors  fouftraire  /^  de  û  &  le 
refte ,  devant  lequel  on  mettra  ou  l'on 
fuppofera  le  figne  -j-  ?  q^i  indique  la  valeur 
cherchée. 

Le  fécond  cas  eft  celui  où  a  efl:  plus  petit 
que  b  y  on  fouftraira  dans  ce  cas  a  de  /^ ,  & 
on  prendra  le  refl:e  négatif,  en  lui  donnant 
le  figne  — ,  ce  fera  la  valeur  cherchée. 
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CHAPITRE     III. 

De  la  multiplication  des  Quantités  ßmplei^ 

V^UAND  on  a  deux  ou  plufieurs  nombres 
égaux  à  ajouter  enfemble ,  on  peut  expri- 
mer cette  fomme  d'une  manière  abrégée  ^ 
par  exemple  : 
a-f-û  eft  autant  que  i.aS>c 

a^a-\-a 3.  jj  de  même 

a'\-a'^a'\-a -4.a,&  ainfi  de  fuite« 

C'eft  ainfi  qu'on  peut  prendre  une  idée 
de  la.  multiplication  ,  &  il  faut  remarquer 
que  : 

2.  a  fignifie  i  fois  a  & 

3.0 3   fois  a  & 

4.  a 4  fois  a  ,  &€• 

M. 

S^il  s'agît  donc  de  multiplier  un  nombre 
exprimé  par  une  lettre  ,  avec  un  nombre 

quelconque  ^ 
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tjuelcomque  ,  on  met  fimplement  ce  nombre 

devant  la  lettre  j  ainfi 

a  multiplié  par  20  fait        20  a  ,  & 
b  multiplié  par  30  donne  30  a,  &c. 
On  voit  auffi  que  c  pris  une  fois ,  ou  i  r 

efl:  autant  que  c. 

Il  efl:  de  plus  facile  de  multiplier  de 
femblables  produits  encore  par  d'autres 
nombres  ;  par  exemple  : 

2  fois  3  a  fait     6  a. 

3  fois  4  h  fait   1 2  b. 
5   fois  7  X  fait  35^. 

Et  ces  produits  peuvent  fe  multiplier  en* 
core  par  d'autres  nombres  à  volonté. 

16. 

Quand  le  nombre  par  lequel  on  devroît 
multiplier  ,  efl:  auiü  repréfenté  par  une 
lettre  ,  on  la  met  immédiatement  devant 
l'autre  lettre  j  ainfi  quand  il  s'agit  de  mul- 
tiplier  h  par  a  ,  le  produit  doit  s'écrire  ah  ^ 
Tome  L  B 
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ècp  (j  fera  le  produit  de  la  multipUcaticfl 
du  nombre  (j  par  p.  Si  l'on  multiplioit  ce 
p  q  encore  par  a ,  on  obtiendroit  a  p  q^ 

Il  faut  bien  remarquer  qu^ici  Tordre  des 
lettres  jointes  enfemble  eft  indifférent  3  que 
û  /^  eft  la  tnême  chofe  que  b  a  ;  car  b  m\x\* 
tiplié  par  a  fait  autant  que  a  multiplié  par  b. 
Pour  comprendre  ceci  on  n'a  qu'à  prendre 
pour  a  &  ^  des  nombres  connus  ,  comme 
3  &  4  ;  la  chofè  fera  claire  par  elle-même  : 
3  fois  4  font  autant  que  4  fois  3, 

28. 

On  n'aura  pas  de  peine  à  voir,  que  quaiKÎ 
il  s'agit  de  mettre  des  nombres  à  la  place 
des  lettres  jointes  enfemble  de  la  manière 
qu'on  a  vu  5  on  ne  peut  pas  les  écrire  de  la 
même  manière  l'un  à  côté  de  l'autre.  Car 
fi  l'on  vouloit  écrire  34  pour  3  fois  4 ,  ce 
feroit  mettre  3  4  &  non  pas  1 2.  On  a  donc 
fgin ,  quand  il  s'agit  d'une  multiplication  de 
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nombre«  ordinaires ,  de  les  féparer  par  des 
points  :  ainfi  3.4  fignifie  j  fois  4,  c'eft-à- 
dire  12.  De  même  1.2  ell  autant  que  2  j 
&  1.2.3  faite.  Pareillement  1.2.3.4.56 
fait  1344;  &  I.  2.3.4.  j. 6. 7. 8. 9. 10  vaut 
3628800  5  &c. 

29. 

Oh  peut  auffi  conclure  de  là  ce  que  figni- 
fie  une  quantité  de  cette  forme  5 .7.8.  abcd,. 
Elle  montre  que  5  doit  fe  multiplier  par  7, 
&  qu'il  faut  multiplier  ce  produit  encore  par 
8  ;  enfuite  qu'il  faut  multiplier  ce  produit 
des  trois  nombres ,  par  a ,  &  puis  par  l?  & 
puis  par  c  ,  &  enfin  par  d.  On  remarquera 
de  plus  qu'on  peut  écrire  à  la  place  de  ^.7.8 
fa  valeur ,  laquelle  eft  280  j  car  c'eft  ce  qui 
vient  5  quand  on  multiplie  par  8  le  produit 
de  5  par  7,  ou  35. 

30. 

On  aura  remarqué  que  nous  avons  noni- 
liié  PRODUITS  les  formules  qui  naiflent  de 

B  2 
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la  multiplication  de  deux  ou  plufieurs  nom* 
bres.  11  faut  obferver  auffi  qu'on  nomme 
facteurs  les  nombres  ou  les  lettres  ifolées» 

31. 

Jufqu'ici  nous  n'avons  confidéré  que  des 
nombres  pofîtifs ,  &  il  n'y  a  pas  eu  lieu  de 
douter  que  les  produits  que  nous  avons  vu 
fe  former  ne  fulîent  pofitifs  de  même  :  fa  voir 
^  a  par  -[-  b  doit  donner  néceffairement 
-^ab.  Mais  il  faudra  examiner  à  part  ce 
qui  doit  provenir  de  la  multiplication  de-f-^ 
par — b^  &  de  — ^  par — b. 

3  2- 

Commençons  par  multiplier  —  a  par  5 
ou  -j-  3  ;  or  puifque  — a  peut  ê^re  confi- 
déré comme  une  dette ,  il  eft  clair  que  fi 
l'on  prend  trois  fois  cette  dette ,  elle  doit 
auffi  devenir  trois  fois  plus  grande  ,  &  par 
conféquent  le  produit  cherché  efl:  —  3  a. 
De  même  s'il  s'agit  de  multiplier  —  a 
par -j- ^  j  on  obtiendra  —  ba^  ou ,  ce  qui 
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eft  la  m^me  chofe ,  —  ab.  Nous  tirons  de  là 
la  conféquence ,  qu'une  quantité  pofitive 
étant  multipliée  par  une  quantité  négative , 
le  produit  efl:  négatif;  &  nous  prenons  pour 
regle ,  que  -[-  par  -[-  fait  ~["  ou  plus  ,  & 
qu'au  contraire  -j-  par  —  ,  ou  —  par  -|- 
donne  —  ou  moïns^ 

lî  nous  refte  à  réfoudre  encore  ce  cas  oà 

—  eft  multiplié  par  — ,  ou,  par  exemple  , 

—  a  par  —  b.  Il  eft  évident  d^abord  que  , 
quant  aux  lettres,  !e  produit  fera  ab  ;  mais 
il  eft  incertain  encore  fi  c  eft  le  figne  ~\-  ^ 
ou  bien  le  figne  —  qu'il  faut  mettre  devant 
ce  produit  \  tout  ce  qu'on  fait  ,  c'eft  que 
ce  fera  ou  Tun  ou  l'autre  de  ces  fignes.  Or 
je  dis  que  ce  ne  peut  être  le  figne —  :  car 

—  a  par  -4-  b  donne  —  ab ,   &  —  a  par 

—  ^  ne  peut  produire  le  même  réfultat  que 

—  a  par  -j"  ^  y  ^^i^  il  ^^^^  ^^  réfulter 
Toppofé  ,  c'eft-à-dire,  -\-  ab  ,  par  confé- 
quent  nous  avons  cette  regle  :  —  multiplié 

ß   3 
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par  —  fait  -j- ,  de  même  que  -\-  muhipîié 
par  +. 

■34- 

Les  règles  que  nous  venons  de  déve- 
lopper s'expriment  plus  brièvement  de  la 
mamere  qui  fuit  : 

Deux  fignes  égaux  ou  fén^blables ,  mul- 
tipliés Tun  par  l'autre ,  donnent  -|-  j  deux 
fignes  diflemblables ,  ou  contraires ,  don- 
nent — .  Ainfî  quand  il  s'agit  de  multiplier 
enfemble  ces  nombres-ci  :  -fa,  ^b^—c,  -{.d; 
on  a  d'abord  -\-  a  multiplié  par  —b  ,  fait 
—  ab  ;  ceci  par  —  c  ,  fait  -[-  a Ä  c  ,  &  ceci 
çnfin  multiplié  ^zx-\-d,  fait  -|-  û^c^, 

3  5. 

Les  difficultés  à  l'égard  des  fignes  étant 
ievées,  nous  n'avons  plus  qu'à  faire  voir 
comment  on  doit  multiplier  enfemble  des 
nombres  qui  fjnt  déjà  des  produits  eux- 
niêmes.  S'il  s'agit ,  par  exemple ,  de  mul- 
lipiier  le  nombre  ab  par  le  nombre  cd ^^ 
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le  produit  fera  abcd,^'\\  provient  de  ce 
qu'on  multiplie  d'abord  a  3  par  c  ,  &  enfuite 
le  réfultat  de  cette  multiplication  encore 
par  d.  Ou  bien  s'il  s'agiffoit  de  multipUer 
36  par  I  2  :  puifque  1  z  eft  autant  que  3  fois 
4,  on  n'auroit  qu'à  multiplier  36  d'abord 
par  3  ,  &  enfuite  le  produit  108  encore 
par  4 ,  pour  avoir  le  produit  total  de  la 
multiplication  de  1 2  par  36  ,  lequel  eft  par 
conféquent  432. 

36. 
Mais  fi  l'on  vouloit  multiplier  ^  ah  par 
3  cro',  on  pourroit  à  la  vérité  écrire  3  cd 
<!,ab;  cependant  comme  il  ne  s'agit  pas  ici 
de  l'ordre  des  nombres  à  multiplier  enlèm- 
ble  ,  on  fera  mieux  de  mettre ,  comme  c'ell 
auffi  la  coutume ,  les  nombres  ordinaires 
devant  les  lettres ,  &  d'exprimer  le  produit 
de  cette  manière  :  5 . 5  a  /■  ci,  ou  \^abcd; 
parce  que  \  fois  3  eft  autant  que  15. 

De  même  fi  l'on  avoii  à  multipUer  1  ipqr 
par  -jxy  ,ox\  obtiendroit  ii-l  Pi -''^J'  >  ^'^^ 


u 
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CHAPITRE     IV. 

De  la  nature  des  Nombres  entiers  ,  eu  égard 
à  leurs  facleurs, 

i\ous  avons  remarqué  qu'un  produit 
tirefon  origine  delà  multiplication  de  deux 
ou  de  plufieurs  nombres  les  uns  par  les 
autres ,  &  qu'on  nomme  ces  nombres  des 
facleurs, 

Ainfi  ce  font  les  nombres  a,b,c,d,  cm 
font  les  faveurs  du  produit  ab  cd. 

38. 

Si  Ton  confidere  donc  tous  les  nombres 
entiers  en  tant  qu'ils  peuvent  provenir  de 
la  multiplication  de  deux  ou  de  plufieurs 
nombres  entr'eux  ,  on  trouvera  bientôt  que 
quelques-uns  ne  fauroient  réfulter  d'une  pa^ 
reille  multiplication  ,  &  n'ont  par  confé- 
.guent  point  de  fafleurs,  tandis  que  d'autres 
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peuvent  être  les  produits  de  deux  ou  de 
plufieurs  nombres  multipliés  enfemble  ,  & 
peuvent  par  conféquent  avoir  deux  ou  plu- 
fieurs  faileurs.  C  efl:  ainft  que  : 

4  eft  autant  que  2.2  ;  que  6  eft  autant 
que  2.}  \  que  8  eft  autant  que  2.1.1  ;  ou 
27  autant  que  3,3.3  j  &  io  autant  que 
1.5  ,  Scç, 

39- 

Mais  d*un  autre  côté  les  nombres  2,3^ 
5,7,  1 1  5  13,  1 7 ,  &c.  ne  peuvent  être  re- 
préfentés  de  la  n^ême  façon  par  des  fafteurs  y 
à  moins  qu'on  ne  voulût  employer  pour 
cet  effet  l'unité ,  &  repréfenter  2  ,  parexem- 
pie,  par  1.2.  Or  les  nombres  qui  font  mul- 
tipliés par  1  ,  reftant  les  mêmes ,  on  n'a  pas 
jugé  à  propos  de  compter  l'unité  parmi  les 
fcifteurs. 

Tous  ces  nombres  donc  ,2,3,5,7,11, 

13,  17,  &c.  qui  ne  peu  ven:  pas  s'indiquer 

par  des  fafteurs ,  ont  été  nommés  nombres. 

ßmples  ^  ou  nombres  premiers  ;  au  lieu  que 
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les  autres,  comme  4,  6,  8,  9,  lo,  12^14^ 
15,  16,  18,  &c.  qui  peuvent  être  repré- 
fentes  par  des  fafteurs  ,  s'appellent  des 
nombres  compofés^ 

40, 

Les  nombresyz'/;?/'/^^  ow premiers  méritent 
donc  une  attention  particulière  ,  par  la  rai- 
fon  qu'ils  ne  proviennent  pas  de  la  mul- 
tiplication de  deux  ou  de  plufieurs  nombres. 
Il  efl:  fur-tout  digne  de  rembarque  que  iî 
l'on  écrit  ces  nombres  dans  leur  ordre 
naturel  comme  ils  fe  fuivent , 

:i,  3' î»7>ïi>  13»  17»  19^23,  29, 3 1,37,41,43, 47,  SccC*) 

(*)  On  trouve  tous  les  nombres  premiers  c^epuis  i  juf- 
qu'à  1 0000c  dans  les  tables  de  Divifeur ,  dont  je  parlerai 
^  l'article  720  de  la  quatrième  fedlion.  Mais  on  a  de 
plus  des  tables  particulières  des  nombres  premiers  qui 
vont  depuis  i  jufqu'à  10 1000  ,  &  qui  ont  été  publiées 
à  Halle  par  jVIT  Kniger  ,  dans  un  Ouvrage  Allemand  inti- 
tulé Penfées  fur  V Algèbre  ;  M.  Kruger  les  avoir  eues  en 
îTianufcrit  de  celui  qui  les  avoit  calculées  ^  &  qui  fe  nom- 
moit  Pierre  Jaeger.  M.  Lambert  a  continué  ces  tables  juf- 
qu'à  102000 ,  &.  les  a  redonnées  dans  fes  Supplémens 
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on  n*y  remarque  point  d'ordre  régulier  j 
leurs  augmentations  font  tantôt  plus  gran-^ 
des,  tantôt  moindres;  &   jafqu'à  préfent 

anx  Tables  Loî^arithmiqiies  &  Tr'gonométrlques ,  impri- 
mées à  Berlin  en  1770  ,  Oavrage  qui  contient  auffi  pKi- 
fieurs  autres  tables  qui  peuvent  être  d*ane  grande  utilité 
dans  les  diÔerentes  parties  des  Maùématiqiies  ,  &  des 
éclalrciflemens  qu'il  ferolt  trop  long  de  rapporter  ici. 

L'Académie  Royale  des  Sciences  de  Paris  poîTede  des 
tables  de  nombres  premiers  ,  qui  lui  ont  été  préfentées 
par  le  P.  Me^caßel  de  l'Oratoire  ,  &  par  M.  iLu  Tour  ; 
mais  elles  n'ont  pas  été  publiées  :  il  en  eil  parlé  dans  le 
tome  V  des  Mémoires  étrangers  préfentés  à  l'Académie , 
à  roccafion  d'un  Mémoire  de  M.  Rallier  des  Ourmes  ^ 
Confeiller  d'Honneur  ï^u  Préfidial  de  Rennes  ,  qui  Te 
trouve  dans  ce  volume  ,  &  l'Auteur  y  expofe  une  mé- 
thode facile  de  trouver  les  nombres  prçmiers. 

On  trouve  dans  le  même  volume  un  autre  Mémoire 
de  M.  Rallier  des  Ourmes ,  qu'il  a  intitulé  Méthode  nour. 
y  elle  de  divifun  ,  quand  le  dividende  efl  multiple  du.  divifeur  , 
&  fe  peut  par  conféquenx  divifer  fans  refle  ,  &  d'extraciion 
de  racines  quand  la  puijfance  efl  parfaite.  Cette  méthode 
plus  curieufe  à  la  vérité  qu'utile  ,  n'a  prefque  rien  de 
commun  avec  la  méthode  ordinaire  ;  elle  efl  très-facile 
^  elle  a  cette  fmgularité ,  q.e  pourvu  qu'on  connoiffe 
autant  de  chiffres  fur  la  droite  du  dividende  ou  de  la  puif- 
iance ,  que  le  quotient  ou  la  racine  doivent  avoir  de 
chiffres ,  on  peut  fe  pafTer  des  chiffres  qui  I05  précèdent  ,^ 
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on  n'a  pu  découvrir  fi  elles  fe  font  fuîvant 
une  certaine  loi  ou  non. 

41. 

Les  nombres  compofés ,  qui  peuvent  être 
repréfentés  par  des  faéteurs,  proviennent 
tous  des  nombres  premiers  fufdits ,  c'eft-à- 
dire  que  tous  leurs  fafteurs  font  des  nombres 
premiers.  Car  fi  Ton  trouve  un  fafteur  qui 
ne  foit  pas  un  nombre  premier  y  on  peut 
toujours  le  décompofer  &  le  repréfenter 
par  deux  ou  plufieurs  nombres  premiers. 
Quand  on  a  indiqué  ,  par  exemple  ,  le 
nombre  30  par  5.6  ,  on  voit  que  6  n'étant 
pas  un  nombre  premier,  mais  valant  2.3  , 
on  auroit  pu  indiquer  30  par  5.2.3  ,  ou 
par  2.3.5;  c'efl:- à-dire  ,  par  des  fafteurs 
qui  font  tous  des  nombres  premiers. 

'(&  obtenir  de  même  le  quotient.  M.  Rallier  des  Ourmes 
s'eft  ouvert  cette  nouvelle  route  au  moyen  de  quelques 
réflexions  fur  les  nombres  q  à  terminent  les  exprefîions 
numériques  des  produits  ou  des  puiflances ,  une  efpece 
de  nombres  que  j'ai  remarqués  aufîi  dans  d'autres  occa«; 
Cons  (ju'U  étoit  utile  de  confidérer. 
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42. 

Si  Ton  réfléchit  maintenant  fur  ces  nom- 
bres compofés  réfolubles  en  nombres  pre- 
miers, on  Y  remarquera  une  grande  diffé- 
rence; on  verra  que  les  uns  n'ont  que  deux 
de  ces  fafteurs ,  que  d'autres  en  ont  trois  , 
&  que  d'autres  encore  en  ont  un  p^us 
grand  nombre.  Nous  avons  déjà  vu ,  par 


exemple ,   que 
4  eft  autant  que  2.2  ^ 

8  2.2.2  , 

10 2.5, 

.14 2.7, 


6  autant  que      2.3  , 
9 3.3» 

12 2.3.2  , 

M VU 

lô 2.2.2.2.  1  &  ainli  de  fuite. 

43- 

On  conclura  aifément  de  là  comment 
on  doit  déterminer  les  fafteurs  iîmples  d'un 
nombre  quelconque. 

Soit  propofé  pour  exemple  le  nombre 
360 ,  on  le  repréfentera  d'abord  par  i,  1 8ot 
Or  1 80  eft  autant  que  2.90 ,  & 

90    —    —    —    i-45^& 

45    —    —    —    3.1 5, &  enfin 
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Parconféquentle  nombre  360  peut  être 
repréfenté  par   les    fafteurs   fimples  que 

Voici  : 

2.2.2.3. 3. 5  ^ 

puifque  tous  ces  nombres  multipliés  en- 

femble  produifent  360  (*). 

44* 

,  Nous  voyons  donc  par  tout  cela ,  qiié 
les  nombres  premiers  ne  peuvent  pas  être 
divifés  par  d'autres  nombres ,  &  que  d'un 
autre  côté  on  trouve  les  faâleurs  fimples 
des  nombres  compoies  ,  le  plus  commo- 
dément &  le  plus  furement,  en  cherchant 
les  nombres  fimples  ,  ou  premiers ,  par 
lefquels  ces  nombres  compofés  font  divi- 
fibles.  Mais  on  a  befoin  pour  cela  de  la 
dlvißon  y  nous  allons  donc  expliquer ,  dans 
le  chapitre  fuivant  ,  les  règles  de  cette 
opérationé 

.(*)  on  trouve  à  la  fin  d'une  Arithmétique  Allemande 
de  Poéiius  f  publiée  à  Leipfig  en  1728  ,  une  table  où 
tous  les  nombres  depuis  i  jufqu'à  icooo  font  repréfentés 
de  cette  manière  par  leurs  faveurs  fimples. 


CHAPITRE     V. 

De  la  iivïfion  des  Quantités  fimplest 

f 

V^UAND  il  s'agit  de  décompofer  un 
nombre  en  deux ,  trois  ou  plufieurs  parties 
égales ,  on  le  fait  par  le  moyen  de  la  di^ 
vifion  ,  laquelle  nous  apprend  à  déterminer 
la  grandeur  d'une  de  ces  parties.  Quand 
on  veut  ,  par  exemple  ,  décompcfer  le 
nombre  1 1  en  trois  parties  égales .  on  trouve 
par  la  divifion  que  chacune  de  ces  parties 
eft  égale  à  4. 

Voici  quelques  exprefRons  dont  on  fe 
fert  dans  cette  opération.  Le  nombre  qu'on 
doit  décompofer  ou  divifer ,  s'appelle  le 
dividende  ;  le  nombre  des  parties  égales 
qu'on  cherche  fe  nomme  le  divifeur  ;  la 
grandeur  d'une  de  ces  parties ,  déterminée 
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par  la  divifion ,  s'^appelle  le  quotient  i  ainit 
dans  l'exemple  cité  : 

12   eft  le  dividende , 

3  eft  le  divifeury  & 

4  eft  le  quotient.  •   ^ 

46. 

11  s^enflût  de  là ,  que  fi  Ton  divlfe  un 
nombre  par  i  ou  en  deux  parties  égales , 
il  faut  qu'une  de  ces  parties ,  ou  le  quotient , 
prife  deux  fois,  fafle  exaöementle  nombre 
propofé  ;  &  pareillement  que  fi  l'on  a  un 
nombre  à  divifer  par  }  ,  le  quotient  pris 
trois  fois  doit  redonner  le  même  nombre. 
Il  faut  en  général  que  la  multiplication  du 
quotient  par  k  divifeur  reproduife  toujours 
le  dividende. 

47. 

Ceft  aufiî  pourquoi  on  prefcrit  pour  Ll 
divifion  la  regle ,  de  chercher  un  nombre 
ou  quotient  tel ,  qu'étant  multiplié   par  le 
divifeur ,  il  en  réfulte  précifément  le  divi- 
dende. 
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dende»  Par  exemple  ,  s'il  s'agit  de  divifef 
3  5  par  5  ,  on  cherche  un  nombre  qui,  mul- 
tiplié par  5  ,  produire  35.  Or  ce  nombre 
eil  7 ,  puifque  cinq  fois  7  fait  3  j»  La  façon 
de  parler  dont  on  fait  ubge  dans  ce  rai- 
fonnemiCnt ,  eft  celle-ci  :  5  en  3  5  j'ai  7  fois; 
&  5  fois  7  font   3  5. 

48. 

On  fe  repréfente  donc  le  dividende 
comme  un  produit,  duquel  un  des  fafteur^ 
eft  égal  au  divifeur ,  l'autre  fafteur  indi- 
quant enfuite  le  quotient.  Ainfi  en  fuppo- 
fant  qu'on  ait  63  à  divifer  par  7 ,  on  cher- 
chera un  produit  tel ,  qu'en  prenant  7  pour 
un  de  fes  facteurs ,  l'autre  facteur  multiplié 
par  celui-ci  donne  exaftement  63.  Or  7.9 
eft  un  tel  produit ,  &  par  conféq.uenr  9  eft 
le  quotient  qu'on  obtient  en  divifant  6^ 
par  '7. 

49 
S'il  eft  queftion  à  préfçnt  de  divifer  en 
général  un  nombre  ab  par  a  ,  il  eft  évident 
Tome  /,  C 
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que  le  quotient  fera  h  y  parce  que  a  mul- 
tiplié par  b  redonne  le  dividende  a  h.  Il  efl: 
clair  auffi  que  fi  Ton  avoir  à  divifer  a  b 
par  h ,  le  quotient  feroit  a. 

Ainfi  en  général,  dans  tous  les  exemples 
(le  divifion  qu'on  peut  avoir  faits  ,  fi  l'on 
divife  le  dividende  par  le  quotient ,  on  ob- 
tiendra de  nouveau  le  divifeur  :  de  même 
que  24  divifé  par  4  donne  6,  24  divifé 
par  6  donnera  4. 

50. 

Comme  tout  fe  réduit  à  repréfenter  le 
dividende  par  deux  fafteurs /dont  l'un  foit 
égal  au  divifeur ,  l'autre  au  quotient ,  on 
comprendra  facilement  les  exemples  qui 
fuivent.  Je  dis  d'abord  que  le  dividende 
abc^  divifé  par  a  ,  donne  ^cy  car  0  ,  mul- 
tiplié par  b  c  ,  fait  abc  ;  pareillement  abc , 
étant  divifé  par  b^  on  aura  ac;  &Labc^ 
divifé  par  ac ,  donne  •^.  Je  dis  auffi  que 
\imn\  divifé  par  ym  ,  fait  4/2  y  car  yn  , 
multiplié  par  4/2  >  fait  i  imn.  Mais  fi  ce 
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même  nombre  n  mn  avoir  du  être  divifé 
par  1 1 ,  on  auroit  obtenu  le  quotient  m  n. 

51- 

Puifque  tout  nombre  a  peut  être  exprimé 
par  la  on  un  a  y  \\  q{\,  évident  que  fi  Ton 
avoit  à  divifer  a  ou  i  tz  par  i ,  le  quotient . 
feroit  le  même  nombre  a.  Mais  au  con- 
traire ,  fi  le  même  nombre  a  ou  la  doit 
fe  divifer  par  a ,  le  quotient  fera   i  • 

Il  n'arrive  pas  toujours  qu'on  peut  re- 
préfenter  le  dividende  comme  le  produit 
de  deux  fafteurs  ,  dont  l'un  foit  égal  au 
divifeur,  &Iadivifion  alors  ne  peut  pas 
fe  faire  de  la  manière  que  nous  avons  dit. 

Quand  on  a ,  par  exemple  524  a  divifer 
par  7  ,  on  voit  d'abord  que  le  nom.bre  7 
n'eft  pas  un  facleur  de  24  ;  car  7.3  ne  fait 
que  2  I  ,  &  par  conféquent  trop  peu ,  & 
7.4  fait  28 ,  qui  efl:  déjà  plus  grand  que  24, 
Mais  on  voit  du  moins  par-là  que  le  quotient 

C  z 
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doit  être  plus  grand  que  3  ,  &  plus  petit 
qiie  4,  Afin  donc  de  le  déterminer  exac- 
tement, en  emploie  une  autre  efpece  de 
nombres,  qu'on  nomme  les  f raclions  ,  & 
;d€'  laquelle  nous  traiterons  dans  un  des 
chapitres  fuivans. 

53- 

Avant  qu^'on  pafle  à  l'ufage  des  fraflions , 
on  a"  coutume  de  fe  contenter  du  nombre 
entier  qui  approche4e  plus  du  quotient  vé- 
ritable, mais  en  faifant  attention  au  rißdu 
"qui  refte;  ainfi  l'on  dit ,  7  en  i^'fdi  3  fois  , 
'&  le  réfidu  efl:  3,  parce  que  '3  fois  7  ne 
fait  que  2 1  ,  &  par  conféquent  3  de  moins 
que  2j.  On  conficlérera  de  la  même  ma- 
mère  les  exemples  fuivans  :' 

6    34  1 5  c'eft-à-dîre  que  le  divifeur  eft     6j 

-^W'    ^^  '  ^^^^  ^^  dividend«  eft  3  4, 

4  que  le  quotient  ell      5^ 

&  que  le  réfidu  eft,,;  ,^,^, 
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41  Î4   ici   le   divifeur  eft         9, 
,5  le  dividende  eft     41  , 

le  quotient  eft  4  , 

ßc  le  réiidu  eft  5. 

II  faut  obierver  la  récrie   luivante  dans 
les  exemples  où  il  refte  un  rélidu» 

54- 

Quand  on  multiplie  le  divifeur  par  le 
quotient,  &  qu'au  produit  l'on  ajoute  le 
réfidu,  il  faut  qu'on  obtienne  le  dividende  ; 
c'eft  la  manière  de  vérifier  la  divifion ,  & 
de  voir  fi  Ton  a  bien  calculé  ou  non.  C'eft 
ainfi  que  dans  le  premier  des  deux  derniers 
exemples,  fi  l'on  multiplie  6  par  5  ,  &  qu'au 
produit  30  on  ajoure  le  réfidu  4  ,  il  vient 
34  ou  le  dividende. 

De  même  dans  le  dernier  exemple  ,  fi 
Ton  multiplie  le  divifeur  9  par  le  quotient  4, 
&  qu'au  produit  35  on  ajoute  le  réfidu  j^ 
on  obtient  le  dividende  41. 

"  c  3 
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55.  a 

Il  eft  enfin  néceflaire  auflî  de  faire  re* 
marquer  ici  à  l'égard  des  fignes  -f-  plus , 
&  —  moins  ,  que  (\  Toia^  divife -^  ab  par 
4-  a ,  le  quotient  fera  -j"  ^  5  ^^  4^^  ^^ 
évident. 

Mais  que  s'il  s'agit  de  divifer  -^  ah  par 

—  a  ,   le  quorient  fera  —  b  ,•  parce  que 

—  a  multiplié  par  —  b  fait  -[-  a  b.  Enfuite  : 
Que  fi  le  dividende  eft  —  ah ^  &  qu'il 

s'agifl^e  de  le  divifer  par  le  divifeur  -f-  a  , 
le  quotient  fera  —  b  ;  parce  que  c'eft  —  b 
qui ,  multiplié  par  ~j-  a,  fait  —  ah.  Enfin  , 
que  s'il  eft  queftion  de  divifer  le  dividende 

—  ah  par  le  divifeur  —  a  ,  le  quotient  fera 
4"^ y  parce  que  le  dividende  —  ab  eft  le 
produit  de  —  a  par  -j-  b. 

56. 

La  dlvifion  admet  donc  quant  aux  fignes 
;-}-  &  — ^  les  mêmes  règles  que  nous  avons 
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VU  ayoir  lieu  pour  la   multiplication  j   à 
favoir  : 

-j-  par  -[-  fait  Ar  '  -f-  p^'ir  —  fait  — ■  : 
—  par  -|-  fait  —  :  —  par  —  fait  4-  ^ 
ou  en  peu  de  mots ,  les  mêmes  fignes  don- 
nent p/us  ,    les  fignes   contraires   donnent 


moins. 


57' 


Ainfi  quand  on  divife  i^p<J  par  —  3/^, 
le  quotient  eft  —  6  q. 

De  plus  :  —  '^oxy  divifé  par  -{-  6y  donne  —  c  :r , 
&  —  tj^abc  divifé  par  —  9^  donne  +  6^c  ; 

car  ,  dans  ce  dernier  exemple  ,  —  9  ^  mul- 
tiplié par  -^  6ac  fait  —  6.^ abc  ,  ou 
—  );\abc;  mais  nous  croj/ons  à  préfent 
en  avoir  affez  dit  fur  la  divifion  en  quan- 
tités {impies  y  nous  ne  tarderons  donc  pas 
à  paffer  à  l'explication  des  fraftions ,  après 
avoir  ajouté  encore  quelques  remarques  fur 
la  nature  des  nombres ,  eu  égard  à  leurs 
divifeurs. 

c  4 


ifO 


JEMENS 


CHAPITRE     VI. 

Des  propriétés  des    Nombres    entiers  par 
rapport  à  leurs  divifeurs. 

5 


'OMME  nous  avons  vu   que  quelques 
nombres  font  divifibles  par  de  certains  di. 
vifeurs ,  pendant  que  d'autres  ne  le  font  pas , 
i!  eft  néceffaire  pour  parvenir  à  une  con- 
noiffiince  plus  particulière   des   nombres, 
de  bien  faire  attention  à  cette  dirférence,' 
tant  en  diftinguant  les  nombres  divifibles' 
par  des  divifeurs  de  ceux  qui  ne  le  font  pas , 
qu'en  confidérant  le  réfidu  qui  refte  dans 
la  divifion  de  ces  derniers.  Pour  cet  effet 
examinons  les  divifeurs  : 

^>3j4,  3>6,  7,8,9,  io,&c. 

59- 

Soit  d'abord  le  divifeur  i  ;  les  nombres 
qui  peuvent  être  divifés  par  celui-Jà  font  : 
2? 4?  6,  8,  10,  12,14,  16  j  i8,20,&ç. 
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lefquel«,  comme  on  voit ,  croiffent  tou- 
jours de  deux  unités.  On  appelle  ces  nom- 
bres ,  quelque  loin  qu'ils  puiffent  le  conti- 
nuer ,   des  nombres  pairs. 

Mais  il  eft  d'autres  nombres  ;  à  favoir  : 

1  ^  3  j  5  ^  7  j  9  ^  I  ï  1  ï  3  ^  M  ^  1 7  ,  ï  9  1  &c- 
qui  font  toujours  d'une  unité  pîus  petits  ou 
plus  grands  que  ceux-là ,  &  qu'on  ne  peut 
diviler  par  2 ,  fans  qu'il  refle  le  réfidu  i  j 
on  nomme  ceux-ci  les  nombres  impairs. 

Les  nombres  pairs  font  tous  compris  dans 
la  formule  générale  la  ;  car  on  les  obtient 
tous  en  mettant  facceffivement  à  la  place 
de  a  les  nombres  entiers  1,2,  354,5^6,7, 
&:ç.  &  de  là  il  s'enfuit  que  les  nombres 
impairs  font  tous  compris  dans  la  formule 
2  a-j-  I  ,  parce  que  2  cz-j-  i  eft  d'une  unité 
plus  grand  que  le  nombre  pair  la. 

60. 

En  fécond  lieu ,  foit   pour   divifeur  le 
nombre  3  :  les  nombres  divifibles  par  ce 
divifeur  font  , 
'a^6j9  5 12  ,  15  518  ,2i,24,&ainfidefuite. 
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Et  ces  nombres  peuvent  fe  repréfenter  par 
la  formule  3a;  car  3a  divifé  par  3  donne 
le  quotient  a  fans  réfidu.  Tous  les  autres 
nombres  au  contraire  qu'on  voudroit  di- 
yifer  par  3  ,  donneront  i  ou  2  de  réfîdu , 
&  font  par  conféquent  de  deux  fortes.  Ceux 
qui  après  la  divifion  laiiïent  le  refte  i ,  font , 

1  ,  4,  7,  10,  13  ,  i6,  19,  Sec. 
&  font  contenus  dans  la  formule  3a-|-i  ; 
mais  l'autre  efpece,  où  les  nombres  qui 
donnent  le  refte  2 ,  font  : 

2,5,8,11,  14,  i7,2o,&c. 
&  la  formule  qui  les  exprime   générale- 
ment eft  3(2-j-2j  de  façon  donc  que  tous 
les  nombres  peuvent  s'indiquer  ou  par  3  ^  ^ 
ou  par  3^  -f-  I ,  ou  par  5a  -j-  2. 

61. 

Suppofons  maintenant  que  4  foit  le  dî- 
vifeur  en  queftion ,  les  nombres  qu'il  di- 
vifé font  : 

4,  8 ,  12  ,  16,  20,  24,  &c. 
lefquels  augmentent  régulièrement  par  4 , 
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&  font  contenus  dans  la  formule  4  a.  Les 
autres  nombres ,  cVft-à-dire  ceux  qui  ne 
font  pas  divifibles  par  4  ,  peuvent  laiffer  le 
réiîdu  I ,  ou  être  de  1  plus  grands  que  ceux- 
là  :  comme 

ï?'5j95  13^  17,  il.  Mî  &c- 
&  être  par  conféquent  compris  dans  la  for- 
mule 4  <2  -|-  1  : 

ou  bien  ils  peuvent  donner  le  réfîdu  2  j 
comme 

2,6,  10,  14,  18,  22,  265  &c. 
&:  s'exprimer  par  la  formule  4  a  -[-  2  j  ou 
enfin  ils  donneront  le  refte  3  j  comme 

3^7^  II  5  M?  195  ^3?  ^7?  &^c. 

&  feront  indiqués  par  la  formule  4  ^2  -f-  3. 
Tous  les  nombres  entiers  poffibles  font 
donc  contenus  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces 
quatre  expreffions  : 

4^^4a-fi,4c2-{-2,4^+3* 
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62. 

Il  en  eiL  à  peu  près  de  même  quand  le 
divifeur  efl:  5  ;  car  tous  les  nombres  divi- 
fibles  par  celui-là  font  contenus  dans  la 
formule  5^:?,  &  ceux  qu'on  ne  peut  divifer 
par  5 ,  reviennent  à  une  des  formules  qui 
fuivent  : 

5  a -f  I  ,  5^+2,  5^+3,^^  +  4; 
&  c'eft  de  la  même  manière  qu'on  pourra 
continuer  &  coniîdérer  de  plus  grands  di- 
vifeurs. 

63. 

Il  eft  à  propos  de  fe  rappeler  ici  ce 
qui  a  été  dit  plus  haut  de  la  réfolution  des 
nombres  en  leurs  faileurs  fimples  j  car 
tout  nombre  ,  parmi  les  fafteurs  duquel  fe 
trouve 

2  ou  3  ou  4  ou  5  ou  7  , 
ou  un  autre  nombre  quelconque ,  fera  di- 
vifible  par  ces  nombres.  Par  exemple  ; 
60  étant  autant  que  2.2.3.5  > 
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il  eil:  flair  que  60  eil:  diviiible  par  i  ,  & 
car  5  &  par  5    (*). 

c 

(*)  Il  V   a  Quelques  nombres  qu'on  voir  aflez  facile- 
ment être  divifeurs  ou  non  d'un  nombre  propolé. 

XJn  nombre  propere  eft  divifible  par  2  ,  fi  le  dernier 
chiffre  eft  pair  ;  il  eft  divllîble  par  4  ,  fi  les  deux  derniers 
chiffres  font  dkiTibles  par  4  ;  il  eft  divifible  par  8  ,  fi  les 
uois  derniers  chiffres  font  diviljbles  par  8  ;  &  en  général 
Il  eft  >-ivifible  par  i"- ,  h  les  n  derniers  chiffres  font  divi- 
"fibles  par  i  •. 

c  j  Un  nombre  éfl  divifible  par  3  ,  fi  la  fomme  des  chiffres 
.  eû^vifible  par  ^  ;  il  fe  Jlvife  par  6  ,  fi  outre. cela  le  der- 
i>ier  chiffre  eft   pa'-';*  il  eft  divifible  par  9  ,  fi  la  fomme 
*üe^  cliim-es  peùt-'ïè  dv^ifer  par  9. 

Tout  nombre  dont  le-  dernier   chiffre  eft  O  ou  5  ,  ell 
diviiible  par  <. .  •   v   ;     , 

Un  nombre  eft  divifible  par   1 1  ,  lorfqi.e  la  Ibmme  du 
«pi-emier,    du  troifie'me  ,   du  cinq.iieme  ,    &c.  chiffre  eff 
v^gald.àja  fömmfe  da^fecond,  du  quatrième  ,  dj  fixieme , 
&c.  chiffre. 

Il  eft  affez  facile  de  fe  rendre  raifon  de  ces  règles ,  & 

de  les  étendre  aux  produits  des  divifeurs  que  nous  venons 

de   contidéFer  ;  -onpeut  imaginer  aulïï  des   relies    pour 

"(tjuëlqués  autres  nombt-es  ,  mais  l'application  en  feroit  ordi- 

,  nairement  plus  longue  qije-l!éiTai  de  la. diA-lfiOn- -reelle. 

•   Je  dis  ,  par  exemple  ,  que  le  nombre  53704689213  eft 

divifible  par  7,  parce  ,qu^  je  trouve  que  la  fômme  dès 

chiffres  du  nombre  64004^45433  ^^  diviûble  par  7  i  c'dl 


46  E   L    é    M    E   N   s 

64. 

De  plus ,  comme  la  formule  générale 
ab  cd  eft  non-feulement  divifibie  par  a  ,  & 
Ä ,  &  c  ,  &  ^ ,  mais  auffi  par 

ah  ,  ac  y  ad  y  bc  ^  bd  y  cd  ^  &  par 
abc  y  abd y  acd y  bcd y  &  enfin  par 
abcd^  c'eft-à-dire  ,  par  fa  propre  valeur  ; 
il  s'enfuit  que  60,  ou  2,2.5.5  ,  peut  fe 
divifer  non- feulement  par  ces  nombres 
fimples ,  mais  auffi  par  ceux  qui  font  com- 
■pofés  de  deux  nombres  fimples ,  c'efl:-à- 
dire,  par  4,  6 ,   10,  i  j. 

Et  pareillement  par  ceux  qui  font  com- 
pofés  de  trois  fafteurs  fimples ,  c'eft-à-dire  , 
par  12,  20,  }0,  &  enfin  ^uffi ,  par  öö 
même. 

65. 

Quand  on  aura  donc  repréfenté  un  nom- 

que  ce  fécond  nombre  eft  formé  ,  fulvant  une  regle  aflez 
{impie,   des  réfidus  qu'on  trouve  en  divifant    pat  7  les 
^nombres  10,    100,   1000,  &c.  20,  200,  20CO ,  &c» 
'jufquà  60,   600,  6000,  ÔCC. 
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bre  pris^  volonté ,  par  les  fafteurs  fimples , 
il  fera  très- facile  d'indiquer  tous  les  nom- 
bres par  lefquels  celui-là  pourra  être  diviie. 
Car  on  n'a  qu'à  prendre  d'abord  les  fac- 
teurs fimples  un  à  un ,  &  enluite  les  mul- 
tiplier enfemble  deux  à  deux  ,  trois  à  trois, 
quatre  à  quatre ,  Sec.  jufqu'à  ce  qu'on  ar- 
rive au  nombre  propofé, 

6G. 

Il  faut  remarquer  ici  avant  toutes  chofes , 
que  tout  nombre  eft  divifible  par  i  j  &  de 
même  que  tout  nombre  eft  divifible  par 
lui-même  ;  de  forte  donc  que  chaque  nom- 
bre a  au  moins  deux  fafteurs  ou  divifeurs  ; 
à  favoir  ce  nombre  même  &  l'unité  ;  mais 
tout  nombre  qui  n'a  pas  d'autre  divifeur  que 
ces  deux ,  appartient  à  la  claffe  des  nombres 
que  nous  avons  nommés  plus  haut  nombres 
ßmples  ou  premiers. 

Hors  ceux-là  tous  les  autres  nombres, 
compofés  ont ,  outre  l'unité  &  foi-même  , 
d'autres  divifeurs ,  comme  on  peut  le  voir 


4^  Element 

par  la  table  fuivante ,  dans  laquelle  on 
a  mis  fous  chaque  nombre  tous  fes  divi- 
feurs  (*). 

TABLE. 


Ä 

w/^^- 

►»/> 

I 

2 

', 

4 

1 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

1  2 

^3 

14 

i5ii6|!7 

18    19 

.0^ 

I 

1 

î 

I 

ï 

I 

I 

I 

I 

1 

I 

I 

I 

1 

I      ' 

I 

1 

Ij     î 

2 

3 

2 

5 

2 

7 

2 

3 

2 

11 

2 

13 

2 

3 

2 

»7 

2 

19 

2 

4 

3 

4 

9 

5 

3 

7 

5    4 

3 

4 

6 

8 

10 

4 

14 

15    8 

6 

5 

6 

16 

9 

10 

12 

18: 

lO 

I 

2 

2 

^ 

î 

4 

2 

4 

3 

4 

2 

6 

- 

4 

4i    5 

2 

6^   2 

6 

r- 

r- 

,F- 

^, 

1/^- 

. 

.  J 

r- 

P- 

[     1 

/"• 

_|r- 

_ 

*•!■• 

I^HI 

■MM 

^Ul 

■*■ 

MM 

R«bB 

•'*■ 

Mom 

— "^ 

^m 

■"■" 

■■" 

BOM 

67. 

Enfin  l'on  doit  obferver  que  o  ,  ou  r^^éro , 
peut  être  regardé  comme  un  nombre  qui 

C^)  On  a  une  pareille  table  pour  tous  les  divifeurs  des 
nombres  naturels,  depuis  i  jufqu'à  locoo  ,  qui  a  été 
publiée  à  Le  y  de  en  1767  par  M.  Henri  Ânjema.  On  a 
encore  une  autre  table  de  divifeurs  ,  qui  va  jufqu'à  100000  ; 
mais  dans  laquelle  il  n'y  a  que  le  plus  petit  divifeur  de 
chaque  nombre.  Elle  fe  trouve  dans  le  Dictionnaire  An- 
glois  de  Harris  ,  dans  le  Diftionna;re  Encyclopédique  & 
dans  le  llecueil  de  M.  Lambert  y  que  nous  avons  déjà  cité 
à  Tarticle  40.  Elle  eft  'même  continuée  "  daiis  ce  dernies; 
Ouvrage  jufqu'à  IC20GO, 

à  la 
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a  îa  propriété  d'être  divifible  par  tous  les 
nombres  poiTibles  ;  parce  que  par  quelque 
nombre  a  que  Ton  ait  à  d  v  ifer  o  ,  le  quo- 
tient fe  trouve  toujours  être  g;  car  il  faut 
bien  remarquer  que  la  multiplication  d'un 
nombre  quelconque  par  \éro  ne  produit 
rien  ,  &  qu'ainfi  o  fois  ^ ,  ou  o  a  ,  efl:  o. 


CHAPITRE     VII. 

Des   F  raclions  en  général. 

68. 

V^UAND  un  nombre,  comme  7  5  par 
exemple  ,  eft  dit  n'être  pas  divifible  par  un 
autre  nombre,  fuppofons  par  3  ,  cela  veut 
feulement  dire  que  le  quotient  ne  peut  pas 
être  exprimé  par  un  nombre  entier,  &  il 
ne  faut  point  du  tout  croire  qu'on  ne  puiffe 
pas  fe  faire  une  idée  de  ce  quotient. 

On  n'a  qu'à  s'imaginer  une  ligne  longue 
de  7  pieds ,  perfonne  ne  doutera  qu'il  ne 
Tome  L  D 
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foit  pofîîble  de  divifer  cette  ligne  en  3  par- 
ties égales ,  &  de  fe  faire  une  idée  de  la 
longueur  d'une  de  ces  parties. 

Puis  donc  qu'on  peut  fe  faire  une  idée 
nette  du  quotient  qu'on  obtient  dans  des 
cas  femblables^  quoique  ce  quotient  ne 
foit  pas  un  nombre  entier ,  on  fe  trouve 
conduit  par-là  à  confidérer  uhe  efpece  par- 
ticulière de  nombres,  qu'on  nomme  frac* 
lions   ou  nombres  rompus. 

L'exemple  allégué  en  fournit  unepreuve. 
S'il  s'agit  de  divifer  7  par  3  ,  on  fe  repré- 
fente  facilement  le  quotient  qui  doit  en 
réfulter ,  &:  on  l'exprime  par  j  j  en  mettant 
le  divifeur  fous  le  dividende ,  &  en  fépa- 
rant  les  deux  nombres  par  un  trait. 

70. 

Aînfi  quand  en  général  le  nombre  a  doit 
être  divifé  par  le  nombre  b ,  on  indique  le 
quotient  par  7,  &  on  appelle  cette  façon 
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d^  s'Äprimer,  une  fraclloi-L.  On  ne  peut 
donc  donner  mieux  une  idée  d'une  fraftion 
\  ,  qu  en  dilant  qu'on  indique  de  cette  ma- 
nière le  quotient  qui  provient  de  la  divifion 
du  nombre  fupérieur  par  le  nombre  infé- 
rieur. Il  faut  fe  fo uvcnir  auflî  que  dans 
toutes  ces  fraftions  le  nombre  inférieur  fe 
nomme  le  dénominateur ^  (S:  que  celui  qui 
eft  au  -  deffus  du  trait  s'appelle  le  nunié^ 
raieur. 

71- 

Dans  la  fra^ion  citée ,  j  ,  qu'on  pro- 
nonce fept  tiers  ,  7  eft  donc  le  numéra- 
teur ,  &  3  eft  le  dénominateur. 

Il  faut  de  même  prononcer 
j;,  deux  tiers;  ^^  trois  quarts  ; 

\ ,  trois  huitièmes  ;  ^^ ,  douze  centièmes  ; 
mais  -  fe  prononce  un  demi ,  &  non  pas 
un  deuxième. 

72. 

Afin  de  parvenir  à  une  connoilTance  plus 
parfaite  de  la  nature  des  fraftions ,  nous 

D   2 
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commencerons  par  confidérer  le  cas  oîi 
le  numérateur  eft  égal  au  dénominateur, 
comme  dans  ^.  Or  puifqu'on  indique  par- 
là  le  quotient  qu'on  obtient ,  quand  on  di- 
vife  a  par  a  ,  il  eft  clair  que  ce  quotient 
eft  exaftement  l'unité,  &  que  par  confé- 
quent  cette  fraftion  j  vaut  autant  que  i  , 
ou  un  entier  ;  il  s'enfuit  de  plus  que  toutes 
les  fracHons  qui  fuivent  : 

-       3        4        5        <5        7        8         o 

font  toutes  ég?Jes  en  valeur  l'une  à  l'autre , 
valant  chacune  i  ,  ou  un  entier. 

73- 

Nous  venons  de  voir  qu'une  fraftion  qui 
a  le  numérateur  égal  au  dénominateur,  vaut 
l'unité.  Il  faut  donc  que  toutes  les  fraftions 
dont  les  numérateurs  font  plus  petits  que 
les  dénominateurs ,  aient  une  valeur  moindre 
que  l'unité.  Car  fi  }'ai  un  nombre  à  divifer 
par  un  autre  qui  eft  plus  grand  ,  il  me 
vient  néceflairement  moins  que  i  :  une 
ligne,  par  exemple ,  de  deux  pieds  de  long> 
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deva4)t  être  coupée  en  trois  parties ,  une 
feule  de  ces  parties  fera  fans  contredit  plus 
courte  qu'un  pied  ;  il  ell  donc  évident  que 
-  eft  plus  petit  que  i ,  &  cela  par  la  même 
raifon  que  le  numérateur  2  ell:  plus  petit  que 
le  dénominateur  }. 

74- 

Si  le  numérateur  eft  au  contraire  plus 
grand  que  le  dénominateur  ,  la  valeur  de 
la  frafilon  eft  plus  grande  que  l'unité.  Ceft 
ainfi  que  \  vaut  plus  que  i  ;  car  reft  autant 
que  \  &  encore  ^.  Or  \  eft  autant  que  i  , 
par  conféquent  \  vaut  1  \  ,  c'eft  -  à  -  dire  , 
un  entier  &  encore  un  demi.  De  même 
j  valent  1  j,  j  valent  i  ^,  &  7  valent  1  ^. 
Et  en  général  il  fuffit  dans  ces  cas  de  di- 
vifer  le  nombre  fupérieur  par  l'inférieur  , 
&  de  joindre  au  quotient  une  fraftion  qui 
ait  le  réfidu  pour  numérateur  y.  &  le  divi- 
feur  pour  dénominateur.  Si  la  fraftion  don- 
née étoit ,  par  exemple ,  7^  ,  on  auroit  au 
quotient  3  ,  &  7  pour  réfidu  j  d'où  l'oa 

D  3 
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concluroit  que  ^  eft  la  même  chofe  que 

On  voit  par-là  comment  les  fraftions, 
dont  les  numérateurs  furpafTent  les  déno- 
minateurs, fe  réfolvenr  en  deux  membres, 
l'undefquels  eil:  un  nombre  entier ,  S:  l'autre 
un  nombre  rompu  ,  dont  le  numérateur  eft 
plus  petit  que  le  dénominateur.  On  nomme 
ces  fraftions ,  qui  contiennent  un  ou  plu- 
sieurs entiers ,  des  f raclions  impropres  par 
oppolîtion  aux  fraftions  réelles  ou  propre- 
ment dites ,  qui  ayant  le  numérateur  plus 
petit  que  le  dénomiinateur ,  font  moindres 
que  l'unité  ou  qu'un  entier. 

76. 

r  On  a  coutume  de  fe  faire  une  idée  de 
la  nature  des  fraßions  encore  d'une  autre 
manière ,  aui  éclaircit  affez  bien  la  chofe. 
Si  Ton  confidere ,  par  exemple  ,  la  fraction 
1,  il  efl:  évident  qu'elle  eft  trois  fois  plus 
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grancfe  que  \.  Or  cette  fraftion  ^  fignifie 
que  fi  Ton  partage  i  en  4  parties  égales , 
ce  fera-là  la  valeur  d'une  de  ces  parties  ; 
il  eil:  donc  clair  qu'en  prenant  enfemble 
3  de  ces  parties ,  on  aura  la  valeur  de  la 

fraction  K 

4 

On  peut  confidérer  de  la  même  manière 
toute  autre  fraftion ,  par  exemple  ,  77  >  ^ 
■ron  partage  Tunité  en  1  2  parties  égales , 
7  de  ces  parties  équivaudront  à  la  fraction 
propofée. 

77- 

C  eft  aufli  à  cette  manière  de  repréfèn- 
ter  les  fraftions  ,  que  les  dénominations 
fufdites  de  numérateur  &  de  dénominateur 
doivent  leur  origine.  Car,  comme  dans  la 
fraftion  précédente^,  le  nombre  qui  eft 
fous  le  trait  indique  que  c'eft  en  i  z  parties 
que  lunité  doit  fe  divifer;  par  conféquent, 
comme  il  défigne  ou  nomme  ces  parties  y 
on  ne  l'a  pas  nommé  fans  raifon  le  dénomi- 
nateur. 

D  4 
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De  plus ,  comme  le  nombre  fupérieur , 
favcir  7  ,  indique  que  pour  avoir  la  valeur 
de  la  fraftion  il  faut  prendre  ou  raflembler 
7  de  ces  parties  ,  &  que  par  conféquent 
il  les  compte  pour  ainfi  dire ,  on  a  jugé  à 
propos  de  nommer  ce  nombre  qui  efr  au- 
deffus  du  trait ,  le  numérateur^ 

78. 

Puifqu'il  eft  aifé  de  comprendre  ce  que 
c'eft  que  ^ ,  quand  on  fait  ce  que  fignifie  -  , 
nous  pouvons  confidérer  les  fraftions  dont 
le  numérateur  eft  Tunité ,  comme  faifant  le 
fondement  de  toutes  les  autres.  Telles  font 
les  fraftions 

^        ^        l       l       L       l       l       l       1       1.       L      Rrn 

&  il  faut  remarquer  que  ces  fraftions  vont 
toujours  en  diminuant  ;  car  plus  vous  divifez 
un  entier ,  ou  plus  le  nombre  des  parties  que 
vous  en  faites  eft  grand ,  plus  au  contraire 
chacune  de  ces  parties  devient  petite.  C'eft 
sinfi  que  -qHl  plus  petit  que  ^;  que^^plus 
petit  que  ~,  j  &  7^,  plus  petit  que  r^. 
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19' 

On  a  vu  que  plus  on  augmente  le  dé- 
nominateur de  pareilles  fraftions ,  &  plus 
leurs  valeurs  deviennent  petites.  On  ponr- 
roit  donc  demander  s'il  ne  ieroit  pas  pofTible 
de  faire  ce  dénominateur  fi  grand ,  que  la 
fraftion  fe  réduisît  à  rien  ?  Nous  répon- 
drons que  non;  car  en  combien  de  parties, 
innombrables  même  ,  que  vous  divifiez 
l'unité  ;  par  exemple  ,  la  longueur  d'un 
pied  y  ces  parties  ne  laifTeront  pas  de  con- 
ferver  une  certaine  grandeur,  &  ne  feront 
par  conféquent  jamais  abfolument  rien. 

80. 

Il  efl:  vrai  que  fi  l'on  divife  la  longueur 
d'un  pied  en  1 000  parties ,  par  exemple  ; 
ces  parties  ne  tomberont  plus  facilement 
fous  nos  fens.  Mais  regardez-les  par  un  bon 
microfcope  ,  elles  paroîtront  aflez  grandes 
pour  pouvoir  être  divifées  encore  en  100 
parties  &  davantage. 
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11  ne  s'agit  cependant  pas  du  tout  ici  de 
ce  qu^il  dépend  de  nous  de  faire  y  ou  de 
ce  que  nous  femmes  capables  d'exécuter 
réellement,  S:  de  ce  que  nos  yeux  peuvent 
appercevoirj  il  eft  queftion  plutôt  de  ce 
qui  eft  poffible  en  foi  -  même.  Or  il  eft 
certain  dans  ce  fens ,  que  quelque  grand 
qu'on  veuille  fuppofer  le  dénominateur ,  la 
fraftion  pourtant  ne  s'évanouira  jamais  en- 
tièrement y  ou  ne  deviendra  jamais  tout- 
à-fait  égale  à  o. 

81. 

On  n'arrive  donc  jamais  entièrement  à 
rien ,  quelque  grand  qu'on  falle  le  déno- 
minateur j  &  ces  fraftions  confervant  tou- 
jours encore  une  certaine  grandeur  ,  en 
peut  continuer  ,  fans  jamais  cefler ,  la  fuite 
de  fraffions  de  larticle  78.  Cette  propriété 
a  fait  dire  qu'il  faudroit  que  le  dénomi- 
nateur fût  infini  ou  infiniment  grand,  pour 
que-la  fraftion  fe  réduisît  enfin  à  o  ,  ou  à 
rienj  &   ce  m.ot  à' infini  fignifie  en  effet 
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îcî  qll^5n  ne  parviendroit  jamais  à  une  fîrt 
avec  la  fuite  defdites  fraftions. 

82. 

On  fe  fert  pour  repréfenter  cette  idée, 
qui  eft  très-fondée ,  du  ligne  ce  ,  lequel  par 
conféquent  fignine  un  nombre  iniiniment 
grand  ;  Se  on  peut  donc  dire  que  cette  frac- 
tion ^-eft  un  rien  réel ,  par  la  raifon  même 
qu'une  fraftion  ne  fauroit  fe  réduire  à  rien  , 
auffi  long-temps  que  le  dénominateur  n'a 
pas  été  augmenté  à  l'infini. 

83. 

Il  eft  d'autant  plus  nécefiaire  de  faire 
attention  à  cette  idée  de  Tinhni ,  qu'elle 
eft  déduite  des  premiers  fondemens  de  nos 
connoiffances ,  &  qu'elle  fera  de  la  plus 
grande  importance  dans  ce  cjui  fuivra. 

Nous  pouvons  ici  déjà  en  tirer  des  con- 
féquences  auffi  belles  que  dignes  de  notre 
attention. 

La  fra6lion  —  indique  le  quotient  de  la 
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divifîon  du  dividende  i  par  le  divifeur  oo  # 
Or  nous  favons  qu'en  divifant  le  dividen- 
de I  par  le  quotient  L ,  qui  eft ,  comme 
nous  avons  vu  ,  autant  que  o  ,  on  retrouve 
k  divifeur  oo  :  voici  donc  une  nouvelle 
notion  de  l'infini  que  nous  acquérons  j  nous 
apprenons  qu'il  provient  de  la  divifion  de  i 
par  o  5  &  l'on  efl:  par  conféquent  fondé  à 
dire ,  que  i  divifé  par  o  indique  un  nombre 
infiniment  grand  ou  oo. 

84. 

Il  eft  névieffaire  encore  ici  de  difliper 
l'erreur  aflï'ez  commune  de  ceux  qui  pré- 
tendent qu'un  infiniment  grand  neft  pas 
fufceptible  d'augmentation. 

Cette  opinion  ne  fauroit  fubfîfter  avec 
les  principes  folides  que  nous  venons  d'éta- 
blir ^  car  ^  fignifiant  un  nombre  infiniment 
grand,  &  \  étant  inconteftablement  le  dou- 
ble de  ^ ,  il  eft  clair  qu'un  nombre  ,  quoi- 
que infiniment  grand ,  peut  devenir  encore 
deux  ou  plufieurs  fois  plus  grand. 
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CHAPITRE     VIIL 

Des  propriétés  des  fraclionsm 

j^i  OU  S  avons  vu  plus  haut  que  chacune 
des  fraftions , 

1    i    1    L    £    "     ?.     Q-r 

fait  un  entier,  &  que  par  conféquent  elles 
font  toutes  égales  entr'elles,  La  même  éga- 
lité regne  dans  les  fraftions  qui  fuivent , 

2        t       t       ^       Il      11      Rrr 
752^3'     4'      5'<î>  • 

'chacune  d'elles  faifant  deux  entiers  ;   car 

le  numérateur  de  chacune  divilé  par  (on 

dénominateur,  donne  i.  De  même  toutes 

ces  fraftions 

l     6      9     1^      M     i5     <?.- 
I  '    I  '    3  '   4  '     5  '    6  ?  ^^* 

font  égales  entr'elles ,   puifqu'elles  ont  3 
pour  valeur  commune. 
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86. 

On  peut  pareillement  repréfenter  la 
valeur  d'une  fraftion  quelconque  ,  d'une 
infinité  de  manières.  Car  fi  Ton  multiplie 

tant  le  numérateur  aue  le   dénominateur 

j. 

d'une  fraftion  par  un  même  nombre  ,  que 
l'on  peut  prendre  à  volonté ,  cette  fraftion 
n'en  confefvera  pas  moins  "la  même  valeur, 
C'efl:  par  cette  raifon  que  toutes  ces  frac- 
tions 

^       1       li       J_       —      L     ï-     2-     Il       fsrr 
T'     4  ^    0^8?     lo  *     12  5    149    .159    i8?    20   '    ^^^* 

font  égales   entr'elles,   chacune  valant  ^^ 

De  même 

L     'L     l     ±      1-     L      1.     L     1.     —     &:c 

39     65     9   1     TZ  ^      15'     18  5      21  ^     24  5     27'     30» 

font  des  fraftions  égales,  &  dont  chacune 
vaut  ^.  Les  fraftions 

2_     ±     ï_     Il     11     lA      '^     Ä-r 

3  '    6  •>    12  '    15  >    18  ?    21  J     24'    *^^* 

ont  pareillement  toutes  une  même  valeur  ; 
&  on  peut  conclure  enfin  en  général  que 
la  fraftion  ^  peut  être  repréfentée  par  les 
expreflions  fuivantes ,  dont  chacune  équi- 
vaut à  ^;  favoir  : 

a        la        3«        4'2        ^a       6^         o^ 
h  'i    rb'>    Jb'i    '^b'>    Jb-i    (,b>    ^^» 
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87.      . 

Pour  s'en  convaincre  ,  on  n'a  qu'à  écrire 
'pour  la  valeur  de  la  frafllon  ^  une  certaine 
lettre  c,  en  entendant  par  cette  lettre  c 
le  quorient  de  la  divifion  de  a  par  b  ;  &z 
fe  rappeler  que  la  mulriplicarion  du  quo- 
tient c  par  le  diviieur  h  y  doit  donner  le 
dividende.  Car  puiique  c  multiplié  par  h 
donne  a^  il  eft  clair  que  c  multiplié  par 
2  h  donnera  2  a  ,  que  c-  milhiplié  par  3  h 
"donnera  3  a,  &  qu'ainfî  en  général  c  mul- 
tiplié par  mb  doit  donner  ma.  Or  chau- 
•geant  maintenant  ceci  en  un  exemple  de 
divifion  ,  &  divifant  le  produit  ma  par  rr;b\ 
l'un  des  faâleurs  ,  il  faut  que  le  quotient 
foit  égal  à  l'autre  fafteur  c  ;  mais  m^a 
divifé  par  mb  donne  auffi  la  frafiion^^ 
laquelle  eft  par  conféquent  égale  à  c  y  & 
voilà  ce  qu'il  s'agiffoit  de  prouver  :  car  c 
ayant  été  adopté  pour  la  valeur  de  la  frac- 
tion ^ ,  il  eft  évident  que  cette  fraction  eft 
égale  à  la  fraftion  ^ ,  quelque  valeur  quç 
Ton  donne  à  m. 
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88. 

Nous  avons  vu  que  toute  fra6tion  peut 
être  repréfentée  fous  une  infinité  de  formes , 
dont  chacune  contient  la  même  valeur  ;  & 
il  eft  indubitable  que  de  toutes  ces  formes , 
c'eft  celle  qui  fera  compofée  des  plus  petits 
nombres  ,  dont  on  faifira  le  mieux  la  figni- 
£cation.  Par  exemple  ,  on  pourroit  mettre 
au  lieu  de  j  les  fractions  fuivantes, 

4        6         8         lo        12         o 

mais  il  n  eft  pas  douteux  que  |  ne  foit  tou- 
jours de  toutes  ces  expreffions  celle  dont 
il  eft  le  plus  facile  de  fe  faire  une  idée* 
Il  fe  préfente  donc  ici  la  queftion  comment 
une  frafliion  ,  comme  -  ,  qui  n  eft  pas  ex- 
primée par  les  plus  petits  nombres  poffibles , 
peut  être  réduite  à  fa  forme  la  plus  fimple 
ou  à  fes  moindres  termes ,  c'eft^à-dire  dans 
notre  exemple  ,  à  j. 

89. 

Il  fera  facile  de  réfoudre  cette  queftion , 
fi  l'on  confidere  qu'une  fraflion  ne  laiiTe 

pas 
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pas  d^coiiferver  Hi  valeur  ,  quand  on  mul- 
tiplie iês  deux  termes  ,  ou  Ion  mimérateur 
&  l'on  dénominateur  ,  par  un  même  nom- 
bre. Car  de  là  il  s'enluit  qu'auffi  en  divilant 
le  numérateur  6c  le  dénominateur  d'une 
fraélion  par  un  même  nombre ,  cette  frac- 
tion doit  conferver  la  même  valeur.  Cela 
fe  voit  encore  plus  clairement  par  le  moyen 
de  la  formule  générale  ^  ;  car  fi  l'on  di- 
vife  tant  le  numérateur  ma. ,  que  le  déno- 
minateur m  h ,  par  le  nombre  m  ,  on  obtient 
la  fraclion  |-,  laquelle ,  comme  on  Ta  prouvé 
ci-dciTus  •  eft  égale  à  -,. 

Afin  donc  de  réduire  une  fracticn  pro- 
pofée  à  fes  moindres  termes^  il  s'agit  de 
trouver  un  nombre  par  lequel  tant  le  nu- 
mérateur que  le  dénominateur  puifle  être 
divifé.  Un  nombre  de  cette  efpece  fe  nomme 
un  commun  divifeur  y  &  auffi  long-temps 
qu'on  peut  indiquer  un  commun  divifeur 
entre  le  numérateur  &  le  dénominateur  , 
Tome  L  E 
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il  eft  certain  que  la  fraftion  peut  être  ré- 
duite à  une  exprefiioii  plus  petite  ;  mais 
quand  on  voit  au  contraire  qu'à  l'exception 
de  l'unité  aucun  autre  commun  divifeur 
ne  fauroit  avoir  lieu  ,  c'eft  figne  que  la 
fraftion  fe  trouve  déjà  fous  la  forme  la 
plus  fimple  qu'il  eft  poffible. 

91- 

Pour  rendre  ceci  plus  clair,  confidérons 
la  fraftion  ~.  Nous  voyons  d'abord  que 
les  deux  termes  ie  divifent  par  2  ,  &  qu'il 
en  réfulte  la  fraftion  ^.  Enfuite  qu'on  peut 
de  nouveau  divifer  par  2  ,  &  réduire  la 
fraftion  à  ^  ;  &  celle-ci  ayant  encore  2^ 
pour  commun  divifeur  ,  il  eft  clair  qu'on 
peut  la  réduire  à  ^.  Mais  à  préfent  l'on 
s'apperçoit  facilement  que  le  numérateur 
&  le  dénominateur  font  encore  divifibles 
par  5  ;  faifant  donc  cette  divifion  on  ob- 
tient la  fraftion  \ ,  laquelle  çft  égale  à  la 
fraftion  propofée  ,  &  indique  l'expreffion 
la  plus  fimple  à  laquelle  on  puiffe  la  ré- 
duire j  car  2  &  5  n'ont  que  le  commun 
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tlivife^ir  i  ,  lequel  ne  peut   diminuer  ces 
nombres  davantage. 
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Cette  propriété  qu'ont  les  frayions ,  de 
garder  une  valeur  mvariable  ,  foit  qu'on 
tlivire  ou  qu'on  multiplie  le  numérateur  & 
le  dénominateur  par  un  même  nombre;  cette 
propriété,  dis -je,  eft  de  la- plus  grande 
importance  &:  fait  le  principe  fo.damental 
de  tout  ce  qu'on  eniéigne  ilir  les  fraclions. 
On  ne  peut  guère  ,  par  exemple ,  ajouter 
enfemble  deux  fraftions,  ou  les  fouftraire 
l'une  de  l'autre  ,  avant  que  ,  moyennant 
ccte  propriété ,  on  les  ait  réduites  à  d'au- 
tres form.es,  c'eft-à-dire  à  des  expreffions 
dont  les  dénominateurs  foient  égaux.  C'eft 
de  quoi  nous  parlerons  dans  le  chapitre 
fuivant. 

93- 

Nous  finirons  celui-ci  par  la  remarque , 
qu'on  peutaufîî  repréfenter  tous  les  nombres 
entiers  par  des  fractions.  Par  exemple  ,  ^ 

E  2 
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eft  autant  que  7,  parce  que  6  divifé  par  i 
fait  6  j  &  on  peut  de  la  même  manière 
exprimer  ce  nombre   6   par  les  fraftions 

^^  1^  ^^  ^^  &  une  infinité  d'autres  qui 
ont  la  même  valeur. 


CHAPITRE    IX. 

De  V  addition  &  de  la  foußr  Action  des  F  raclions. 

94 

JLoRSQUE  les  fraftions  ont  des  dénomi- 
nateurs égaux  ,  il  n'y  a  aucune  difficulté. à 
les  ajouter  &  aies  fouftraire;  car^-f-^  eft 
autant  que  ^,  8^^^  — 'fautant  que  -.  On 
n'opère  dans  ce  cas  ,  foit  pour  l'addition  , 
foit  pour  la  fouftraftion  ,  que  fur  les  nu- 
mérateurs ,  &  on  met  fous  le  trait  le  dé- 
nominateur commun  ;  ainfi 

100  nr  100      ICO     10a  ^  ICO  ^"^'^  1CÖ' 

50  —  1^  —   50  T"  -^  ^ait  -     OU     -  .  ; 
1Ö  5  II      I     14  r  •      16  A 

Î5— £S  — S+Tora"-   ou    f  ; 
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de  même  7  +  7  font  7  OU    i,    c'eft-à-dire 
un  entier  ;  &  -  —  ^  -f  j  font  j  ,  c'eft  -à- 

4  4      •      4  4 

dire  rien ,  ou  o. 

95. 

Mais  quand  les  tractions  n'ont  pas  des 
dénominateurs  égaux  ,  il  eft  toujours  pof- 
fible  de  les  transformer  en  d'autres  fraftions 
qui  aient  un  même  dénominateur.  Par 
exemple ,  quand  on  propofe  d'ajouter  en- 
femble  les  fraftions  r  &  7  ?  il  fa^-^t  confidé- 
rer  que  7  eft  autant  que  l- ,  &  que  7  équi- 
vaut à  \  ,  nous  avons  donc  à  la  place  des 
deux  fraftions  propofées  ces  deux  autres, 
1  +  ^,  dont  la  fomme  fait  ^.  Si  les  deux 
fractions  étoient  jointes  par  le  figne  moins  , 
comme  ^  —  j  ,  on  auroit  |  —  |o^  !• 

Autre  exemple  :  Soient  les  fractions  pro- 
pofées  --\-\  \  puifque  ^  eft  la  même  chofa? 
que  g- ,  on  peut  lui  fubftituer  cette  valeur 
&dire|+|font^oui| 

Suppofez  qu'on  demande  encore  ce  que 
donnent  \^\  ajoutés  enfemble  ,  je  dis 
que  c'eft  f  j  çjir  ^fait  -^,  &  -fait  -^. 

El  5 
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96. 

II  peut  arriver  qu'on  ait  un  plus  grand 
nombre  de  fraftions  à  réduire  à  un  meine 
dénominateur  ;  par  exemp.  ^  ,  - ,  -,  -,  | , 
tout  fe  réduit  alors  à  trouver  un  nombre 
qui  foir  divifibie  par  tous  les  dénominateurs 
de  ces  fraôions.  60  ell  ici  le  nombre  qui 
a  cette  propriété  ,  0^  qui  devient  par  con- 
féquent  le  dénominateur  commun.  Nous 
aurons  donc  |^  au  lieu  de  ^  ;  g^  au  lieu  de  j  ^ 
^  au  lieu  de  ^  ;  ^  au  lieu  de  -^- ,  &  ^-  au  lieu 
de  |-  S'il  s'agit  à  préfent  d'ajouter  enfemble 
toutes  ces  fraètions  g,  |^,  g,  1^,  S  i  on 
ne  fait  qu'ajouter  tous  les  numérateurs  ,  & 
on  donne  à  la  fomme  le  dénominateur 
commun  60  ;  c'eft-à-dire  qu'on  aura  ~l}  , 
ou  X  entiers  &  7^ ,  ou  ;  — • 

97« 

Tout  fe  réduit  ici ,  nous  le  répétons ,  à 
transformer  deux  fraftions  dont  les  déno^ 
minuteurs  font  inégaux  ,  en  deux  autr€3 
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cIont%les  dénominateurs  font  égaux.  Pour 
faire  donc  cette  opération  d'une  manière 
générale  ,  foient  |-  &  ^  les  fractions  propo- 
ikts.  Qu'on  multiplie  d'abord  les  deux  ter- 
mes de  la  première  par  d  ^  on  aura  la  frac- 
tion ^  égale  à  \  ;  qu'on  multiplie  enfuite  les 
deux  termes  de  la  féconde  fraftion  par  b  , 
on  en  aura  une  ^  aleiir  équivalente  expri- 
mée par  ^  j  &  voila  les  deux  dénominateurs 
devenus  écraùx.  Maintenant  fi  Ton  demande 
quelle  ell  la  fomme  des  deux  fractions  pro- 
pofécs  5  on  peut  répondre  aufli  -  tôt  que 
c'eft  -—',  &  s'il  eil  queflion  de  la  diffé- 
rence ,  on  dit  qu'elle  ell  -=±1.  S'il  s'agif- 
foit ,  par  exemple  ,  des  fraftions  §"  &  9  ?  ^"^ 
obtiendroit  à  leur  place  ^  &  ^^  ,  dont  la 
fomme  ell^,  &  dont  la  différence  efl  ^. 

98. 

Cell  à  cette  matière  auffi  qu'appartient 
la  quellion,  laquelle  de  deux  fraftions  prc- 
pofées  ell  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  ? 
car ,  pour  y  répondre  ^  on  n'a  qu'à  réduire 

E   4 
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ces  deux  frayions  au  même  dénominateur. 
Prenons  pour  exemple  les  deux  fraflions 
s  &  7;  fi  on  les  réduit  au  même  dénomi- 
nateur, la  première  devient  ^,^  la  fe- 
conde  i^ ,  S,  il  eft  évident  à  'préfent  que 
c'eft  la  féconde  ,  ou  i  ,  qui  eft  la  plus 
grande  ,  &  que  c'eit  de  ^-L  qu'elle  furpaffe 
la  première. 

Soient  propofées  encore  les  deux  frac- 

^^'^""l  ^^/  '  ''''  ^"'"^  ^  ^^"^  P^^c^  celles- 
^^'  ^  ^  ^»  ^'^^  l'on  P^ut  inférer  que  ^ 
furpafle  \  ,  mais  feulement  de  -.  ^ 

99' 

_  Lorfqu'il  eft  queftion  de  fouftraire  une 
traftion  d'un  nombre  entier ,  il  fuffit  de 
convertir  une  des  unités  de  ce  nombre 
entier  en  une  fraftion  qui  ait  le  même 
dénominateur  que  celle  qu'il  faut  fouftraire, 
le  reite  fe  fait  fans  difficulté.  Qu'il  s'agiffe ,' 
par  exemple ,  de  fouftraire  |  de  i  ,  on  écri! 
ra  j  au  lieu  de  . ,  &  on  dira  f  ôté  de  f  laiffe 
I  de  refte.  De  même  ^  ,  fouftrait  de  i  , 
iailTe  i. 


n    A    L    G    E    B    R    E.  7j 

S'if  s'agilToit  de  ibutlraire  ^  de  deux ,  on 
écriroit  i  &  7  au  lieu  de  2  ,  &  on  verroit 
d'abord  qu'il  doit  relter  après  la  fouftrac- 


tion   1  -, 

4 


100. 


Il  arrive  aufli  quelquefois  qu'ayant  ajouté 
enfemble  deux  ou  plulieurs  frayions,  on 
obtient  plus  d'un  entier  ,  c'eft-à-dire  ,  un 
numérateur  plus  grand  que  le  dénomina- 
teur j  c'ell  un  cas  qui  s'eit  même  déjà  pré- 
lenté  &  auquel  il  taut  faire  attention. 

Nous  avons  trouvé  ,  par  exemple  ,  à 
l'article  96  que  la  fomme  des  cinq  frac- 
tions 7  5  y  ?  ^  î  ^&|  étoit  ^}  ,  &  nous  avons 
fait  obferver  que  cette  fomme  fîgnifioit 
\  entiers  &  7^  ou  ".  De  même  7  +  7  ou  — 

4-  — font— ou  I  — .  Il  n'y  a  qu'à  faire  la 
divifion  réelle  du  numérateur  par  le  déno- 
minateur ,  voir  combien  d'entiers  viennent 
au  quotient,  &  tenir  compte  duréfidu. 

On  fera  de  m.ême  à  peu  près  pour  ajou- 
ter enfemble  des  quantités  compofées  de 


74  E   L    é   M    E   N    s 

nombres  entiers  &  de  fraftions  ;  on  ajou- 
tera d'abord  les  fratlions ,  &  {î  leur  fomMie 
fait  un  ou  pluiieurs  entiers  ,  on  les  ajoute 
aux  autres  entiers.  Qu'il  foit  queition  ,  par 
exemple ,  d'ajouter  3  ^-  &  2  ^  ,  on  prend 
d'abord  la  fomme  de  -  &  -,  ou  de  |  &  ^. 
Elle  efl:  I  ou  1  ^  j  donc  la  ibmme  totale  eil 


6.- 


CHAPITRE     X. 

De  la  multiplication    &  de   la   divißon 
des    F  raclions. 

lOI. 

lA  regle  pour  la  multiplication  d'une 
fraction  par  un  nombre  entier ,  eft  de  ne 
multiplier  par  ce  nombre  que  le  numéra- 
teur 5  &  de  ne  rien  changer  au  dénomi- 
nateur; ainft 

2  fois  ~  fait  \  ou  I  entier  j 

2  fois  7  fait  -  ;  & 
i        3 


d'  A    L    G    E    B    R    E.  75 

3  fcib  \  tait  I  ou  ^  ; 

4  fois  ^  fait  ^  ou  i  77  ou  i  j. 

On  peut  cependant ,  au  lieu  de  cette 
regle  ,  employer  aufli  celle  de  divifcr  le 
dénominateur  par  le  nombre  entier  donné  y 
&  il  cIl  bon  de  s'en  fervir ,  quand  cela  fe 
peut ,  parce  qu'on  abrege  par-là  le  calcul. 
Qu  il  s'agilTe ,  par  exemple ,  de  multiplier  | 
par  3  ;  Il  l'on  multiplie  le  numérateur  par 
le  nombre  entier  ,  on  obtient  — ,  lequel 
produit  fe  réduit  à  -.  Mais  fi  l'on  ne  change 
rien  au  numérateur  &  que  l'on  divife  le  dé- 
nominateur par  le  nombre  entier,  on  trouve 
immédiatement  j  ou  2  ^  pour  le  produit 
cherché.    De  même  ~   multipliés   par   6 

donnent  11  ou  3  1. 

4  4 

102. 

En  général  donc  ,  le  produit  de  la  mul- 
tiplication d'une  fraftion  }  par  c  eft  x?  ^ 
on  peut  remarquer  que  quand  le  nombre  en- 
tier eft  précifément  égal  au  dénominateur , 
le  produit  doit  être  égal  au  numérateur. 


7^  E    L    £    M    E    N    s 

En  efFet 

~  pris  2  fois  donne   i  j 

^  pris  3   fois  donne  i  y 

1  pris  4  fois  donne  3. 
Et  en  général ,  fi  l'on  multiplie  la  fraftion  - 
par  le  nombre  b  ^  le  produit  doit  être  a, 
comme  on  l'a  déjà  fiit  fentir  plus  haut  j 
car  puifque  ^  indique  le  quotient  de  la  di- 
vifion  du  dividende  a  par  le  divifeur  è  ,  & 
qu'on  a  démontré  que  le  quotient  multiplié 
ç)ar  le  divifeur  doit  donner  le  dividende , 
il  eft  clair  que  ^  multiplié  par  b  doit  pro- 
«Juire  a. 

103. 

Nous  avons  vu  comment  on  doit  mul- 
tiplier une  fraftion  par  un  nombre  entier  , 
voyons  à  préfent  auffi  comment  il  faut 
divifer  une  fraftion  par  un  nombre  entier  9 
cette  recherche  eft  néceffaire  avant  que 
nous  paflions  à  la  multipUcation  des  frac- 
^tions  par  des  fraftions.  Or  il  eft  clair  que 
fi  j'^i,à  divifer  la  fraftion  ^  par  2  ,  il  doit 
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me  veiiir  '-  j  &  que  le  quotient  de  -  divifé 
par  }  ell:  -.  La  regle  eft  donc ,  qu  il  faut 
.diviler  le  numérateur  par  le  nombre  entier 
fans  changer  le  dénominateur.  Ainfi  : 
~  divifé  par   i  donne  ^j  & 
i^  divifé  par   3  donne  ^j  & 
Y5  divifé  par  4  donne  ~  ,  &:c. 

104, 

Cette  regle  peut  être  pratiquée  fans  dif- 
ficulté 5  pourvu  que  !e  numérateur  foit  di- 
viiible  par  le  nombre  propofé  ;  mais  fort 
fouvent  il  ne  l'efl  pas  ;  il  faut  donc  obferver 
qu*on  peut  transformer  une  fraftion  en  un 
nombre  infini  d'autres  exprefîîons ,  &  que 
dans  ce  nombre  il  ne  peut  manquer  dy 
en  avoir  de  telles ,  que  le  numérateur  puiße 
être  divifé  par  le  nombre  entier  donné.  S^îl 
s'agiffbit  5  par  exemple  ,  de  divifer  ^  par  2, , 
on  changeroit  la  fraftion  en  |- ,  &  divifant 
'maintenant  le  numérateur  par  2  ,  on  aurait 
auffi-tôt  I  pour  le  quotient  cherché. 

En  général ,  s'il  eft  queftion  de  divifer 
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la  fraftion  ^  par  c ,  on  la  transformera  en 
celle-ci  ^^ ,  8c  divifant  enfuit^  !e  numérateur 

b  c  ^ 

ce  par  Cy  on  écrira  ^  pour  le  quotient 
cherché. 

105. 

Nous  voyons  donc  que  dans  le  cas  où 
une  fraction  ^doit  être  divi'ée  par  un  nom- 
bre en.tier  c  ,  on  n'a  qu'à  mulfiplier  le  dé- 
nominateur par  ce  nom.bre,  61  laiffer  le 
numérareur  tel  qu'il  eft.  Geû  aînfi  que| 
-^ivifé  par  3  fait  ^  ,  &  que  -^  divifé  par  5 
'feitf. 

Ce  calcul  devient  cependant  plus  facile 
quand  le  numérateur  lui-même  ed  diviiible 
par  le  nombre  entier  ,  comme  nous  l'avons 
,iiipporé  à  rarticle  103.  Par^xemple  ^-|divifé 
par  3  feroit,  fuîvant  notre  dernière  .regle, 
^  mais  par  la  première  regle,  qui  eft  ap- 
plicable ici ,  on  a  ^,  expreffion  qui  équivauî 
à^,  mais  qui  eft  plus  fîmple. 
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io6. 

On  fera  maintenant  en  état  de  compren- 
dre comment  il  faut  multiplier  une  frac- 
tion ^  par  une  autre  fraéHon  j.  On  n'a  qu'à 
conlîdérer  que  ^  fignifie  q':e  c  eil  divifé 
par  d'^  &  en  partar.t  de  là  ,  on  multipliera 
J'abord  la  fraction  ^  par  c  ,  ce  qui  produit 
le  réfultat  ~  ;  après  qjoi  on  divifera  par  i/ 
ce  qui  donre  ^.  Nous  tirons  de  là  !a  regle 
fuivante ,  que  pour  multiplier  deux  frac- 
tions ,  on  n'a  befoin  que  de  m\i!tip[ier  fé- 
parement  les  numérateurs  &  les  dénomi- 
nateurs. Ainii 

\;  par  ^  donne  le  produit  |  ou  ^  ; 

;-parlfaitl;& 

^  par^  produit  -^  ou  ^  ,  ô:c. 

107. 

Il  nous  refte  à  montrer  caïnment  ori  doit 
divifer  une  fraftion  par  une  autre.  Il  ïexit 
remarquer  d'abord  que  fi  les  deux  fraftions 
ont  le  même  nombre  pour  dénominateur  , 
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la  divifion  n'a  lieu  qu'à  l'égard  des  numé- 
rateurs ;  car  il  eft  évident ,  par  exemple , 
que  ^  font  contenus  autant  de  fois  dans  ^ , 
que  3  Feil  dans  9,  c'eiï-à-dire  ,  3  fois  j  & 
pareillement  pour  divifer  —  par  ^  ,  on  n^a 
qu'à  divifer  8  par  9  ,  ce  qui  donne  -.  On 
aura  de  même  -  en  ~ ,  x  fois  ;  -^-  en  —,  7 

r  •         7  6        6         j 

tois  ;  —  en  —  ,  -,  Cvc. 

108. 

Mais  quand  les  fraftions  n'ont  pas  leurs 
dénominateijrs  égaux  ,  il  faut  avoir  recours? 
à  la  manière  dont  nous  avons  dit  qu'on 
les  réduifoit  au  même  dénominateur.  Qu'on 
ait ,  par  exemple  ,  la  fraftion  ^  à  divifer 
par  la  fraftion  j ,  on  les  réduira  d'abord  au 
même  dénominateur^  &  l'on  aura  —^  à  di- 
vifer par  ^  ;  &  il  eft  clair  à  préfent  que 
le  quotient  doit  être  indiqué  Amplement 
par  la  diviiion  de  ac/  par  hc  ;  qq  qui  donne 


d 


Voici  donc  la  regle  :  il  faut  multiplier 
le  numérateur  du  dividende  par  le  dénomi- 
nateur 
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natcur^du  divifeur  ,  &:  le  dénominateur  du 
dividende  par  le  numérateur  du  divifeur  j 
le  premier  produit  fera  le  numérateur  du 
quotient  ,  &  le  fécond  produit  fera  font 
dénominateur, 

109. 

Ainfi ,  en  fuivant  cette  regle  pour  divî- 
fer  ^  par  j  ,  on  aura  le  quotient  -^  ^  la  di- 
vifion  de  j  par  ^  produira  -  ou  | ,  ou  1  &  ^  ^ 
&  celle  de  '4  P^r  \  donnera  -^-  ou  L 

45   1  6  Z40  S 

IIO. 

On  a  coutnme  autTi  de  préfenter  cette 
regle  pour  la  divifion  d'une  manière  plus 
facile  à  retenir,  que  voici  :  Si  l'onrenverfe 
la  fraftion  par  laq  lelle  il  s'agit  de  divifer, 
de  façon  que  le  dénominateur  fe  mette 
à  la  place  du  numérateur ,  &  que  celui-ci 
s'écrive  fous  le  trait,  &  qu'enfuite  on  mul- 
tiplie la  fraction  ,  qui  eft  le  dividende  ,  par 
cette  fraftion  renverfée  ,  le  produit  fera  le 
quotient  cherché.  Ainfi  |  divifé  par  \  eft 
autant  que  -  multiplié  par- ,  ce  qui  fait  -  ou 
Tomo,  /.  f 
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I  \.  De  même  |-  divifé  par  j  eft  autant  que 
|-  multiplié  par  \  ,  ce  qui  produit  ^  ;  ou  '^ 
divifé  par  ^  fait  autant  que  ^  multiplié  par 
- ,  dont  le  produit  eft  ^  ou  \. 

On  voit  donc  en  général  que  de  divifer 
par  la  fraöion  ~ ,  c'eft  la  même  chofe  que 
de  multiplier  par  ^  ou  2  j  que  la  divifioa 
par  -  revient  à  la  multiplication  par  \  ou 
par  }  ,  &c, 

III* 

Le  nombre  100  divifé  par  ^  donnera 
donc  200^  &  1 000  divifé  par  -  fait  3000. 
De  plus ,  s'il  s'agit  de  divifer  i  par  ^-^  , 
le  quotient  eft  1000  ;  &  en  divifant  i 
nar  — ^—  ,  il  vient  1 00000.  Cela  aide  à 
comprendre  qu'en  divifant  par  o,  il  doit 
en  réfulter  un  nombre  infiniment  grahd  ; 
car  la  divifion  de  i  par  la  petite  fraftion 
. ^ produit  déjà  le  nombre  très-erand 

lOOOOOQCOO« 
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112. 

Tout  nombre  divilë  par  lui-même  don*^ 
nant  l'unité  ,  on  fent  bien  qu'une  traftion 
divifée  par  elle-même  doit  aufiî  donner  le 
quotient  i  ;  la  même  vérité  fuir  de  notre 
regle  :  car  pour  divifer  ■-  par  ^ ,  il  faut  mul- 
tiplier- par-  ,  &  on  obtient  '^  ou  i  ;  &  s'il 
s*agit  de  divifer  ^  par  ^ ,  on  multiplie  ~  par  ^  y 
or  le  produit  ^*  eft  égal  à  i. 

Nous  avons  auffi  à  expliquer  encore  une 
expreffion  dont  Tufage  eit  fréquent.  On 
demande,  par  exemple  ,  ce  que  c'eft  que 
la  moitié  de  ^  ;  cela  veut  dire  qu'on  doit 
multiplier  -  par  ;^.  Dé  même  h  l'on  demande 
ce  que  font  ks  -  de  | ,  on  multipliera  |-  par  -, 
ce  qui  produit  ^°;  &  -  de  f^  font  autant  que  ^ 
multiplié  par  ^  5  &  font  ^^. 

114. 

Enfin  il  faut  obferver  ici  à  l'égard  àe% 
lignes  -j-  &  —  j  les  mêmes  principes  que 

F  1 
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nous  avons  établis  plus  haut  pour  les  nom- 
bres entiers.  Ainfi  -j-  \  multiplié  par  —  ^ , 
fait  —  ^  ;  &  —  -  multiplié  par  —  i ,  donne 
+  l.Deplus-Vivifépar+i,fait-li; 
&  —  ^  divifé  par  —  ^5  fait  -[-  ^J  ou  ~[-  i . 

CHAPITRE     XI. 

Des  Nombres  quarrés, 

115. 

JLE  produit  d'un  nombre  multiplié  par 
le  même  nombre  ,  fe  nomme  un  quarre  ; 
&  par  cette  raifon  on  appelle  racine  quarrée 
ce  nombre  confidéré  relativement  à  un  tel 
produit. 

Par  exemple ,  quand  on  multiplie  1 2 
par  12 ,  le  produit  144  eft  un  quarre  dont 
la  racine  eft  1 2. 

Le  fondement  de  cette  dénominatic-n  eft 
pris  dans  la  Géométrie ,  où  Ton  trouve  le 
contenu  d'un  quarre  en  multipliant  fon  côté 
par  lui-njême. 
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II 6. 

Tous  les  nombres  quarrés  fe  trouvent 
donc  par  la  multiplication  ;  c'efl-à-dire  , 
en  multipliant  la  racine  par  elle-même. 

Cell  ainfi  que  i  ell  le  quarre  de  i  ,  parce 
que  I  multiplié  par  i  fait  i  ;  &  pareille- 
ment ,  que  4  eft  le  quarre  de  2  ,  &:  9  le 
quarre  de  }  ;  que  2  ell  la  racine  de  4  , 
8c  3  celle  de  0. 

Nous  coniidérerons  en  premier  lieu  les 
quarrés  des  nombres  naturels ,  &  nous  don- 
nerons d'abord  la  petite  table  qui  fuit ,  dans 
laquelle  plufieurs  nombres  ou  racines  fe 
trouvent  fur  la  première  ligne ,  &  leurs 
quarrés  fur  la  féconde  (*). 


Nombresj 

li  2|  .1  4l  5l  6!  7|  8;  9L10I  ii| 

1^1   ni 

Quarrés  | 

i|  4|  9lî6!25i36i49!'^4|8i|ioc|i2i| 

144I169I 

(*)  Nous  avons  des  tables  très- completres  pour  les 
quarrés  des  nombres  naturels  ,  publiées  fous  le  titre  de 
ïara^OTiQmetria  TabuUria  ,  &c.  aiictore  J.  JoBO  Lu  doli  0* 
Amûôlodami ,    i6;o  ,   m-^^  Ces  tables   vont  depuis  i 
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117. 

On  remarquera  d'abord  fans  peine  dans 
ces  nombres  quarrés  rangés  ainfi  par  ordre , 
ime  belle  propriété  \  à  favoir  que  ,  fi  l'on 
fouftrair  chacun  de  ces  quarrés  de  celui  qui 
fuit  immédiatement ,  les  reftes  augmentent 
toujours  de  2 ,  &  forment  la  fuite  que 
voici  : 

3^5^77  9  5  II?  13?  M»  Î75  i9,2i5  8:c. 
qui  eft  celle  des  nombres  impairs. 

118. 

Les  quarrés  des  fraftions  fe  trouvent 
pareillement ,  en  multipliant  une  fraftion 
donnée  par  elle-même.  Par  exemple ,  le 
quarre  de  7  eft  j ,  & 

^  a  pour  quarre  \  5 


4  . 


3  9 

jufqu'à  I  oocoo  ,  non- feulement  pour  trouver  ces  quarrés  ," 
mais  auffi  les  produits  de  deux  nombres  quelconques 
moindres  que  loooco  ;  fans  parler  de  différens  autres 
ufages  qui  font  détaillés  dans  l'introdui^ion  qui  eft  à  la 
tête  de  TOuvrage. 
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^  ^  a  pour  quarre  h.  j 

^ Té  9^  ^î^fi  d^  fuite. 

On  voit  affez  qu'il  fuffit  de  divifer  le 
quarre  du  numérateur  par  le  quarre  du 
dénominateur  ,  &:  que  la  fraftion  qui  ex- 
prime cette  diviiion,  doit  être  le  quarre 
de  la  fraftion  donnée.  Oei\  ainfi  encore 
que  ^  ell:  le  quarre  de  |-  j  &  réciproque- 
ment que  I  eft  la  racine  de  ^. 
119. 

Quand  on  veut  trouver  le  quarre  d'un 
nombre  mixte ,  ou  compofé  d'un  nombre 
entier  &  d'une  fraftion  ,  on  n'a  qu'à  le 
réduire  à  une  feule  fraftion  ,  &  prendre 
enluite  le  quarre  de  cette  fraftion.  Qu'il 
s'agiffe  ,  par  exemple ,  de  trouver  le  quarre 
de  2  ^  ^  on  exprimera  d'abord  ce  nombre 
par  ^  5  &  prenant  le  quarre  de  cette  frac- 
tion ,  on  a  —  ou  6  -  pour  la  valeur  du  quarre 
de  2  7.  De  même  pour  prendre  le  quarre 
de  }  -,  on  dira  }  -  eft  autant  que  '-^  j  donc 
fon  quarre  eft  égal  à  ^ ,  ou  à  i  o  &  ■^.  Voici 

F-4 
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pour  chaque  quart  d'augmentation  les  quar- 
rés  des  nombres  compris  entre  3  &  4. 


:  Nornbres 

1 

3 

3^ 

I 
'^7 

}4 

14? 

4 
16 

Quarrés 

9 

10,^ 

On  peut  conclure  de  cette  petite  table , 

que  fi  une  racine  contient  une  fraftion  , 
fon  quarre  ne  manque  pas  d'en  contenir 

une  auffi.  Soit ,  par  exemple,  la  racine  1  ^  ; 

fon  quarre  eft  7^  ,  ou  2  7^  j  c'eft-à-dire  un 

peu  plus  grand  que  le  nombre  entier  1. 

120. 

PafTons  aux  expreffions  générales.  Quand 
la  racine  eft  û  ,  le  quarre  doit  être  aa  y  {i 
la  racine  eft  la  y  le  quarre  eft  à^aa  y  ce 
qui  donne  à  connoître  qu'en  doublant  la 
racine  ,  le  quarre  devient  4  fois  plus  grand. 
De  même,  fi  la  racine  eft  3a  ,  le  quarre 
eft  c)aa  y  &  fi  la  racine  eft  4a  ,  le  quarre 
eft  \6aa.  Mais  fi  la  racine  eft  ah ,  le  quarre 
eft  aahb  y  &  fi  la  racine  eft  abc ,  le  quarre 
eft  aabbcc* 
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121. 

Ainfi ,  quand  la  racine  eft  compofée  de 
deux  ou  de  plufieurs  fafteurs ,  il  faut  mul- 
tiplier enfemble  leurs  quarrés  ;  &  récipro-' 
quement ,  (\  un  quarre  eft  compofé  de  deux 
ou  de  pluiieurs  flifteurs  ,  dont  chacun  eft 
un  qua'-ré  ,  on  n'a  qu'à  multiplier  enfemble 
les  racines  de  ces  quarrés  ,  pour  avoir  la 
racine  complette  du  quarre  propofé.  Ainfi , 
comme  2304  eft  autant  que  4.16.56,  la 
racine  quarrée  en  eft  2.4.6  ou  48  ;  &  en 
effet  48  fe  trouve  être  la  racine  quarrée 
de  2304  ,  parce  que  48.48  fait  2304. 

122. 

Voyons  auffi  ce  qu'il  faut  obferver  dans 
cette  matière  à  l'égard  des  fignes  -|-  &  — . 
Et  d'abord  il  eft  clair  que  fi  la  racine  a 
le  figne  -\-  ,  c'eft-à-dire  qu  elle  eft  un  nom- 
bre pofitif ,  fon  quarre  doit  néceftairement 
être  de  même  un  nombre  pofitif,  parce 
que  4"  P^r  +  f"^^  4"  •  ^^  q^^î'i'é  de  4"  ^ 
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iera  -|-  aa.  Mais  ii  la  racine  eft  un  nombre 
négatif,  comme  —  a,  le  quarre  n'en  de- 
vient pas  moins  pofitif ,  puifqu'il  eft  «4"  ^^  > 
nous  pouvons  donc  conclure  que  -|-  aa  eft 
le  quarre  tant  de  -j- a  que  de  —  a^  &  que 
par  conféquent  on  peut  indiquer  pour  tout 
quarre  deux  racines  ,  Tune  pofitive  & 
l'autre  négative.  La  racine  quarrée  de  2  j , 
par  exemple ,  eft  également  -j-  5  &  —  5  , 
parce  que  —  j  multiplié  par  —  j  donne 
2  5  auflî  bien  que  -["  5  P^^  ~h  S  • 


CHAPITRE    XII. 

Des  Racines  quarrées  &  des  Nombres  irra^ 
tionnels  qui  en  réfultent. 

123. 

V->  E  que  nous  avons  dit  dans  le  chapitre 
précédent  revient  principalement  à  ceci: 
Que  la  racine  quarrée  d'un  nombre  pro- 
pofé  n'eft  autre  chofe  qu'un  nombre  tel 
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que  fon  quarre  foit  égal  au  nombre  pro- 
pofé  ,  &  qu'on  peut  mettre  devant  ces 
racines  tant  le  figne  pofitif  que  le  figne 
négatif. 

124. 

Ainfi  quand  un  nombre  propofé  eft  un 
quarre ,  &  qu'on  a  retenu  dans  la  mémoire 
un  nombre  fuffifant  de  nombres  quarrés  , 
il  eft  facile  de  trouver  .la  racine  de  celui 
qui  eft  donné.  Si  c'eft  196  ,  par  exemple, 
qui  foit  ce  nombre  propofé  ,  on  fait  que 
fa  racine  quarrée  eft  14- 

On  traite  de  même  avec  facilité  les 
fraftions  :  il  eft  clair ,  par  exemple  ,  que  | 
eft  la  racine  quarrée  de  ^  ;  on  n'a  ,  pour 
s'en  convaincre  ,  qu'à  prendre  la  racine 
quarrée  du  numérateur  ,  &  celle  du  déno- 
minateur. 

Si  le  nombre  propofé  eft  un  nombre 
mixte  ,  comme  12'-,  on  le  réduira  à  une 
feule  fraction ,  laquelle  eft  ici  j  ,  &  on 
verra  fur  le  champ  que  c'eft  ^  ou  3  |  ,  qui 
doit  être  la  racine  quarrée  de  1 2  -• 
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Maïs  quand  le  nombre  propofé  n'efl  pas 
un  quarre ,  comme  1 2  par  exemple  ,  il 
îi'eft  pas  poflible  non  plus  d'en  extraire  la 
racine  quarrée ,  ou  d'indiquer  un  nombre 
tel  que  ,  multiplié  par  lui-même  ,  il  donne 
le  produit  12,  Ce  que  nous  favons  cepen- 
dant ,  c'efi:  que  la  racine  quarrée  de  1 2 
doit  être  plus  grande  que  3  ,  parce  que  3.5 
ne  font  que  9  j  &  plus  petite  que  4  ,  parce 
que  4.4  font  16,  c'eft- à-dire  plus  de  12. 
Nous  favons  même  auffi  que  cette  racine 
efl:  plus  petite  que  3  f  ;  car  nous  avons  vu 
que  le  quarre  de  3  ^  ou  ^  efl:  1 2  -.  Enfin 
nous  pouvons  déterminer  cette  racine  d'une 
manière  encore  plus  approchée ,  en  la  com- 
parant avec  3  j-^  j  car  le  quarre  de  3  7^  ou 
de  5^  efl:  ^  ou  1 2  &  ^-  ,  par  conféquent 
cette  fraftion  eft  encore  un  peu  plus  grande 
que  la  racine  qu'on  demande  ;  mais  de  très- 
peu  ,  puifque  les  deux  quarrés  ne  différent 
cntr'eux  que  de  ^^. 
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126. 

On  pourroit  foupçonner  que  puîfque  j  1 
&  3  -^  font  des  nombres  plus  grands  qje 
la  racine  de  1 2  ,  il  feroit  poflible  d'ajouter 
à  5  une  fraftion  un  peu  plus  petite  que  7^, 
&  précifément  telle  que  le  quarre  de  la 
femme  fût  égal  à  1  2. 

Eflayons  donc  avec  3  ^ ,  puifque  ^  eft  un 
peu  moindre  que  -^.  Or  3  |  eil  autant  que 
y,  dont  le  quarre  eft  ^,  Scpar  conféquent 
plus  petit  de  —  que  le  quarre  de  1 2  ,  qu'on 
peut  exprimer  par  ^.  Il  eft  donc  prouvé 
que  3  ^  eft  plus  petit ,  &  que  3  77  eH:  plus 
grand  que  la  racine  cherchée.  EiTayons 
donc  un  nombre  un  peu  plus  grand  que 
3  -  ,  mais  pourtant  plus  petit  que  3  ~ ,  par 
exemp.  3  ~-^.  Ce  nombre  qui  vaut  ^4?  ^  po^^i" 
quarre  ^^^^.  Or  en  réduifant  1 2  à  ce  déno- 
minateur on  trouve  —^j  il  s'enfuit  donc  que 
3  ~  eft  encore  plus  petit  que  la  racine  de 
1 2  ,  à  favoir  de  -^^.  Subftituons  donc  à  ^^  la 
fraâion  j^ ,  qui  eft  un  peu  plus  grande  , 
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&  voyons  encore  ce  qui  réfulte  de  la  com- 
paraifon  du  quarre  de  3  ^  avec  le  nombre 
1 2  propofé  :  le  quarre  de  }  ^  eft  '^  ,  or  12 
îéduit  à  la  même  dénomination  fait  y^^  ; 
ainfi  }  -7  eft  encore  trop  petit ,  quoique  feu- 
lemeßt  de  ^ ,  tandis  que  5  f.  s'eft  trouvé 
trop  grand. 

izy. 

On  peut  comprendre  facilement  que 
quelque  fraftion  que  l'on  joigne  à  3  ,  le 
quarre  de  cette  fomme  doit  toujours  con- 
tenir une  fraction  ,  &  ne  peut  jamais  de- 
venir exaftement  égal  au  nombre  entier  1 2. 
Ainfî ,  quoique  nous  fâchions  que  la  racine 
quarrée  de  1 2  eft  plus  grande  que  3  tj  & 
moindre  que  5  7-  ,  nous  fommes  cependant 
forcés  de  convenir  que  nous  ne  fommes 
pas  en  état  d'afligner  une  fraftion  intermé- 
diaire entre  ces  deux-là  ,  &  telle  en  même 
temps  qu'ajoutée  à  3  ,  elle  exprime  exac- 
tement la  racine  quarrée  de  12.  Avec  tout 
cela  cependant  on  ne  peut  pas  dire  que  la 
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racine  quarrée  de  i  2  foit  indéterminée  par 
elle-même  &  abfolument  j  il  fuit  feulement 
de  ce  que  nous  avons  rapporté  ,  que  cette 
racine ,  quoiqu'elle  ait  néceffairement  une 
grandeur  déterminée  ,  ne  fauroit  être  ex- 
primée par  des  fraftions. 

128. 

Il  eft  donc  une  efpece  de  nombres  qui 
ne  font  aucunement  afîignables  par  des 
fractions  ,  &  qui  font  cependant  des  quan- 
tités déterminées  ;  la  racine  quarrée  de  i  2 
nous  en  a  offert  un  exemple.  On  nomme 
cette  nouvelle  efpece  de  nombres  ,  des 
nombres  irrationnels  y  ils  fe  préfentent  toutes 
les  fois  qu^'on  cherche  la  racine  quarrée  d'un 
nombre  qui  n'eft  pas  un  quarre.  C'eft  ainfî 
que  2  n'étant  pas  un  quarre  parfait ,  la  ra- 
cine quarrée  de  2  ,  ou  le  nombre  qui ,  mul^ 
tiplié  par  lui-même ,  produit  2  ,  eft  une 
quantité  irrationnelle.  On  nomme  auiG  ces 
nombres  des  quantités  fourdes  ou  des  in-- 
ÇQmmenfurahUs^ 
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129. 

Ces  quantités  irrationnelles,  quoiqu'elles 
ne  puiffent  pas  s'exprimer  par  des  fraftions , 
font  cependant  des  grandeurs  dont  on  peut 
fe  faire  une  idée  jufte.  Car  quelque  cachée 
que  nous  paroifTe  ,  par  exemple ,  la  racine 
de  I  2  5  nous  n'ignorons  pas  cependant  que 
c'efl:  un  nombre  qui ,  multiplié  par  K-i- 
même  ,  produit  exaftement  1  2  ;  &  cette 
propriété  eft  fuffifanre  pour  nous  donner 
une  idée  de  ce  nombre  ,  d'autant  qu'il  dé- 
pend de  nous  d'approcher  de  plus  en  plus 
de  fa  valeur. 

1 3  O. 

Comme  on  eft  donc  fuffifamment  au  fait 
de  la  fignification  des  nombres  irrationnels 
dont  il  eft  queftion  ,  on  eft  convenu  d'un 
certain  figne  ,  pour  indiquer  les  racines 
quarrées  des  nombres  qui  ne  font  pas  des 
quarrés  parfaits.  Ce  figne  a  cette  figure  y  , 
&:  fe  prononce  en  effet  racine  quarrée.  Ainft 
y"  1  z  fignifie  la  racine  quarrée  de  12  ,  'ou 
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le  nombre  qui ,  multiplié  par  lui-même, 
fait  12.  De  même,  \/ \  indique  la  racine 
quarrée  de  2  ;  v/3  ,  celle  de  3  ^  v/=- ,  la 
racine  quarrée  de  i^  &  en  général'  y/  a 
indique  la  racine  quarrée  du  nombre  a. 
Toutes  les  fois  donc  qu'on  voudra  indiquer 
la  racine  quarrée  d  un  nombre  qui  n'eft  pas 
un  quarre  ,  on  n'aura  qu'à  fe  fervir  de  la 
marque  y/  en  la  mettant  devant  ce  nombre. 

L'explication  que  nous  avons  donnée 
des  nombres  irrationnels  ,  nous  met  auffi- 
tôt  fur  la  voie  pour  appliquer  à  ces  nom- 
bres  les  calculs  ufités.  Car  fâchant  ,  par 
exemple ,  que  la  racine  quarrée  de  2  ,  mul- 
tipliée par  elle-même,  doit  produire  2  5 
nous  favons  aufli  que  la  multiplication  de 
V  2  par  \/ 1  doit  produire  néceffairement 
2  ;  que  de  même  celle  de  \/ ^  par  \/ 3  doit 
donner  3  ;  que  y/ <;^  par  y/j  fait  5  ;  qae 
\/\  Pa^  y/\  fait  p  &  que  généralement 
y  a  multiplié  par  \/ a  produit  a. 
Tome  L  G 
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132. 

Maïs  quand  il  s'agit  de  multiplier  y  a 
par  \/b  5  le  produit  eft  \/ ab  ;  parce  que 
nous  avons  montré  plus  haut  que  fi  un 
quarre  a  des  fafteurs ,  fa  racine  doit  être 
compofée  des  racines  de  ces  fafteurs.  Cell 
pourquoi  l'on  trouve  la  racine  quarrée  du 
produit  ab  y  laquelle  eft  y  ab ,  en  multi- 
pliant la  racine  quarrée  de  a  ou  \/ a  ,  par 
la  racine  quarrée  de  /^  ,  ou  par  \/b.  Il  eft 
clair  par-!à  que  fi  b  étoit  égal  à  a  ,  on  au- 
roit  \/ aa  pour  le  produit  de  y  a  par  \/  b» 
Or  y  aa  eft  évidemment  a^  parce  que  aci 
eft  le  quarre  de  a. 

'133. 

S'il  s'agit  de  la  divifion  ,  &  qu'on  ait 
ya^  par  exemple  ,  à  divifer  par  yb y  on 
obtient  y'  -^  ;  &  il  peut  arriver  ici  que  dans 
le  quotient  l'irrationalité  s'évanouifte.  C'eft 
ainfi  qu'ayant  à  divifer  y  i%  par  y  8  ,  on 
obtient  le  quotient  y  \ ,  lequel  fe  réduit  à 


\\  \  &  P^r  conféquent  à  \  ,  parce  que 
-ell  le  quarre  de^-. 

134, 

Quand  le  nombre  devant  lequel  on  a 
mis  le  figne  radical  y,  eft  lui-même  un 
quarre  ,  on  en  exprime  la  racine  de  la  ma- 
nière accoutumée.  Ainfî  y  4  eil  autant  que 
2  ,  \/ ^  autant  que  3  ,  y  36  autant  que  6  ^ 
&  y  1 2  ^  autant  que  ^  ou  3  ^.  On  voit 
que  dans  ces  cas  l'irrationalité  n'eft  qu'ap- 
parente ,  &  qu  elle  di(paroît  d'elle-même. 

135. 

Il  eft  facile  auffi  de  multiplier  nos  nom- 
bres irrationnels  par  les  nombres  ordinaires. 
Par  exemple  ,  2  multiplié  par  y  5  fait 
r\  ^  5  &  3  fois  \/ X  fait  3 y  2.  Dans  ce 
fécond  exemple  cependant ,  comme  3  eft 
autant  que  y  9  ,  on  peut  exprimer  auffi  5 
fois  y  2  par  y  9  multipliant  \/ 1  ,  ou  par 
y  18.  De  même  2  \/ a  eft  autant  que  y  4^5 
&  3y  a  autant  que  y  9^.  Et  en  général 

G  X 
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h  y  a  a  la  même  valeur  que  la  racine  quar- 
rée  de  hba  ou  yahh  >•  d'où  Ton  infère 
réciproquement ,  que  quand  le  nombre  qui 
eft  précédé  du  figue  radical  contient  un 
quarre ,  on  peut  prendre  la  racine  de  ce 
quarre  &  la  mettre  devant  le  figne  ,  comme 
on  feroit  en  écrivant  h  y  a  au  lieu  de  \/ hba. 
On  comiprendra  aifément  d'après  cela  les 
rédufHons  qui  fuivent  : 

V  8    ou  V  2.4    eft  autant  que  2  \  ir^ 
.    V^i2ou\/3.4 2V/3J 

V  24  ou  V  6.4 2  V  6  'y 

V  3  2  ou  y  X.  16 4  v/i  ; 

V  75  ou  V  3-25 5  v/3  î 

136. 

La  divisfion  eft  fondée  fur  les  mêmes 
principes,  y/ a  divifé  par  \  h  ^  fait  ^  ou 
|/-|.  Et  pareillement 

^  eft  autant  que  y  ^  ou  y  4  ou  2  j 
^ /t  ou  v/9  ou  3  ;     . 

•^  _  _ v^i3  ou  \/4  ou^. 
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Dé  plus 
^eft  autant  que  ~^_  ou  Vr  ^u  \/i  -, 
± '^,OMy/\  ou  v/3; 

•76- ^^ouv/^,ouV24 

ou  V  6.4  5  ou  enfin  2  y/ 6, 

.137. 

Il  n'y  a  rien  à  remarquer  de  particulier  à 
l'égard  de  l'addition  &  de  la  (budraftion, 
parce  qu'on  ne  fait  que  lier  les  nombres 
par  les  lignes  -[-  Se — .  Par  exemple  ,  y/ 2 
ajouté  à  v  3  s'écrit  y/ 1  -j*"  V  3  5  &  V  3 
(buftrait  de  y  5  s'écrit  v/5  — y  3. 

138. 

Enfin  nous  ferons  obferver  que  par  op- 
pofition  à  ces  nombres  irrationnels ,  on 
nomme  les  autres  nombres ,  tant  entiers  que 
fractionnaires,  des  nombres  rationnels. 

Ainfi  toutes-  les  fois  qu'on  parle  de  nom- 
bres rationnels ,  on  entend  par-là  des  nom- 
bres entiers  y  ou  bien  aufli  des  frafliions. 

G3 
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CHAPITRE    XIII. 

Des  Quantités  impoßlbles  ou  imaginaires  , 
qui  dérivent  de  la  même  fource. 


N 


139. 


o  u  S  avons  déjà  vu  plus  haut  que  les 
quarrés  des  nombres ,  tant  pofîtifs  que  né- 
gatifs 5  font  toujours  pofitifs  ou  affeßes  du 
fîgne  -j-  j  ayant  fait  obferver  que  —  a  mul- 
tiplié par  —  a  fait  -|-  aa  ,  tout  comme  le 
produit  de  -[-  a  par  -|-  a.  C'eft  pourquoi , 
dans  le  chapitre  précédent  ,  nous  avons 
iuppofé  que  tous  les  nombres  dont  il  s'agit- 
foit  d'extraire  les  racines  quarrées ,  étoient 
pofitifs. 

140. 

Quand  il  arrive  donc  qu'il  foit  queßion 
d'extraire  la  racine  d'un  nombre  négatif, 
on  ne  peut  que  fe  trouver  fort  embarraffé, 
n'y  ayant  aucun  nombre  affignable  dont  le 
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quarré  foit  un  nombre  négatif.  Car  fiippo- 
fez ,  par  exemple  ,  qu  on  voulut  extraire 
la  racine  de  — 4  ,  ce  leroit  demander  un 
nombre  tel  que,  multiplié  par  lui-même  , 
il  donnât  —  4  ;  or  ce  nombre  cherché  n'eil 
ni  -|-  2  ni —  2  ,  parce  que  le  quarré ,  tant 
de+  iquede  — 2,eft  +  4  &  "on  pas 

—  4- 

141. 

Il  faut  donc  conclure  que  la  racine  quar- 
rée  d'un  nombre  négatif  ne  peut  être  ni 
un  nombre  pofitif,  ni  un  nombre  négatif, 
puifqu'auffi  les  quarrés  des  nombres  néga- 
îift  prennent  le  {\<gnt  plus.  Par  conféquent 
il  faut  que  la  racine  en  queftion  appartienne 
à  une  efpece  tout- à -fait  particulière  de 
nombres  -,  puifqu'elle  ne  peut  être  comptée 
ni  parmi  les  nombres  pofitifs ,  ni  parmi  les 
nombres  négatifs, 

142. 

Or  nous  avons  remarqué  plus  haut  que 
les  nombres  pofitifs  font  tous  plus  grands 

G  4 
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<ïue  rien  ou  o ,  &  que  les  „ombres  négatifs 
font  tous  plus  petits  que  rien  ou  o  5  de  façon 
que  tout  ce  qui  f.rpaffe  o  s'exprime  par 
des  nombres  pofitifs ,  &  que  tout  ce  qui 
eft  momdre  que  o ,  s'exprime  par  des  nom- 
bres négatifs.  Nous  voyons  donc  que  les 
racines  quarrées  de  nombres  négatifs  ne 
font  ni  plus  grandes  ni  plus  petites  que  rien. 
Cependant  on  ne  peut   pas  dire  qu'elles 
fuient  o  ;  car  o  multiplié  par  o  fait  o ,  & 
par  conféquent  ne  donne  pas  un  nombre 
négatif. 

Or  puifque  tous  les  nombres  qu'il  eft 
pofEble  de  s'imaginer,  font  ou  plus  grands 
ou  plus  petits  que  o,  ou  font  o  même,  il 
eft  clair  qu'on  ne  peut  pas  même  compter 
laracine  quarrée  d'un  nombre  négatif  parmi 
les  nombres  poffibles  ,  &  il  faut  donc  dire 
que  c'eft  une  quantité  impoifible.  C'eft  de 
cette  façon  que  nous  fommes  conduits  à 
l'idée  de  nombres  qui  par  leur  nature  font 
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impoflîbles.  On  nomme  ordinairement  ces 
iiom.bres  des  quantités  imaginaires  ,  parce 
qu'elles  exiilent  purement  dans  l'imagi- 
nation. 

144. 

Toutes  les  expreflions ,  comme  \/ —  i , 
V  ~~^5  V — 3  ,  V  —  4j  &c.  Ibnt  par 
conféqiient  des  nombres  impoffibles  ou 
imagmaires ,  puilqu'ils  indiquer.t  des  racines 
de  quantités  négatives,  tt  c'eft  de  pareils 
nombres  qu'on  Ibutient  avec  raiibn  qu'ils 
ne  iont  ni  rien  ,  ni  plus  que  rien ,  ni  moins 
que  rien ,  ce  qui  fait  principalement  qu'on 
ell  obligé  de  les  déclarer  impofTibles. 

Avec  tout  cela  cependant  ces  nombres 
lé  préfentent  à  l'eiprit ,  ils  ont  lieu  dans 
notre  imagination ,  &  nous  ne  laiffons  pas 
d'en  avoir  une  idée  fuffifante  ^  puirque  nous 
favons  que  par  v/— 4 ,  par  exemple,  on 
entend  un  nombre  qui  ,  multiplié  par  lui- 
même  ;,  fait  —  4^  Ceft  aufïï  pourquoi  rien 
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ne  nous  empêche  d'appliquer  le  calcul  â 
ces  nombres  imaginaires ,  &  de  les  em- 
ployer. 

146. 

Notre  première  notion  dans  la  matière 
que  nous  traitons,  eft  que  le  quarre  de 
V  —  }  9  P^^  exemple  ,  ou  le  produit  de 
V —  3  par  y —  }  ,  eft  —  3  ;  que  celui 
de  V —  I  par  y —  i  ,  fait  —  i  ;  &  en  gé- 
néral ,  qu'en  multipliant  y —  a  par  y  - —  a  y 
ou  en  prenant  le  quarre  de  y — a,  on 
obtient  —  a. 

147. 

Maintenant,  comme  — -a  fîgnifie  autant 
que  ^a  multiplié  par  —  i  ,  &  que  la  ra- 
cine quarrée  d'un  produit  fe  trouve  en  mul- 
tipliant enfemble  les  racines  des  fafteurs, 
il  s'enfuit  que  la  racine  de  a  multipliée  par 
—  I  5  ou  y  —  a ,  eft  autant  que  y  a  mul- 
tipliée par  y —  I .  Or  y  a  eft  un  nombre 
poffible  ou  réel ,  par  conféquent  ce  qu'il 
y  a  d'impoffible  dans  une  quantité  imagi- 
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naîre  ,  peut  toujours  le  réduire  à  y  —  !• 
Par  cette  raifon  donc  ,  y  —  4  ^ft  autant 
que  \/ A  multipliée  par  y  —  i  ,  &  autant 
que  2  y/—  *  ?  ^  caufe  de  v/'4  ^g^l  ^  ^• 
Par  la  même  raifon  \J  —  9  fe  réduit  à 
\^^.\^—  I  ,  ou  à  3 y —  I  j  &  y—  16 
fignihe  4  y —  1. 

148. 

De  plus  5  comme  y  a  multipliée  par 
y /^  fait  \  ab ,  Ton  aura  y  6  pour  la  va- 
leur de  y  —  2  multipliée  par  y  —  3  ;  & 
y  4  ou  2  ,  pour  la  valeur  du  produit  de 
y  —  1  par  y  —  4.  On  voit  donc  que  deux 
nombres  imaginaires  ,  multipliés  Tun  par 
l'autre  ,  en  produifent  un  réel  ou  poflîble. 

Mais  au  contraire  un  nombre  poffible, 
multiplié  par  un  nombre  impoffible ,  donne 
toujours  de  l'imaginaire  :  \/ — 3  par  y  4"S 
fait  y —  ij. 

149. 

11  en  eft  de  même  à  l'égard  de  la  divî- 
fion  j  car  \  a  diviie  par  yj h  faifant  y  ^  , 
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il  eft  clair  que  y  —  4  divifé  par  \/ —  i 
fera  y -j-  4  ou  2  ;  que  y -j-  3  divifé  par 
y —  3  fera  y  —  1  ^  &  que  i  divifé  par 
y —  I  me  donne  y  ^7  ou  y —  i  ^  parce 
que  1  eft  autant  que  y-^- 1. 

I  50. 

Nous  avons  obfervé  plus  haut  que  la 
racine  quarrée  d'un  nombre  quelconque  a 
toujours  deux  valeurs  ,  l'une  pofitive  & 
l'autre  négative  ;  que  y  4  ,  par  exemple , 
eft  également  -|-  2  &  —  2  ,  &  qu'en  géné- 
ral on  peut  adopter  —  y  a  comme  -|-  y  a 
pour  la  racine  quarrée  dé  a.  Cette  remarque 
a  lieu  àuffi ,  quand  il  s'agit  de  nombres 
îrnaginaires  :  la  racine  quarrée^  de  — a  eft 
'également  -{-  y —  a  &  —  y  —  ^  ^  "^^'^^ 
il  faut  fe  garder  de  confondre  les  figfiés 
^  &  —  qui  font  devant  le  fîgne  radical  y  , 
&  le  figne  qui  ne  vient  qu'après  cette 
marque  y . 
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1)1. 

-H  nous  rede  enfin  à  le^er  le- doute  qu'on 
pourroit  avoir  fur  Tutilité  des  nombres  dont 
nous  venons  de  parler  ;  car  en  effet  ces 
nombres  étant  impoffibles  ,  il  ne  feroit  pas 
étonnant  qu'on  les  crût  tout-à-fait  inutiles 
&:  robjet  feulem.ent  dune  vaine  fpécula- 
tion.  On  fe  tromperoit  cependant  ;  le  calcul 
des  imaginaires  ell:  de  la  plus  grande  inv- 
portance  ;  fouvent  il  fe  préfente  des  quef- 
tions  ,  defquelles  on  ns  faurcit  dire  fur  le 
champ  fî  elles  renferment  quelque  chofe  de 
réel  &  de  poffible  ou  non.  Or  quand  la  fo- 
lution  d'une  pareille  queilion  nous  conduit 
à  des  nombres  imaginaires ,  nous  fommes 
certains  que  ce  qu'on  demande  eft  im- 
poflible. 

Afin  d'éclaircir  ce  que  nous  venons  de 
dire  par  un  exemple  ,  fuppofons  qu'on 
propofe  la  queftion  :  de  divifer  le  nombre 
12  en  deux  parties  5  telles  que  le  produit 
de  ces  parties  fafîe  4c.  Si  l'on  réfout  cette 
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queftion  par  les  règles  ordinaires ,  on  trouve 
pour  les  parties  cherchées  6  -\-  y — 4  & 
6  —  y  —  4  j  mais  ces  nombres  font  ima- 
ginaires :  on  conclut  donc  par  cela  même 
qu'il  eft  impoflible  de  réfoudre  la  queftion. 

On  faifira  facilement  la  différence  ,  en 
fuppofant  que  la  queftion  eût  été  de  divifer 
12  en  deux  parties  qui,  multipliées  en- 
femble  ,  fiflent  }  5  ;  car  il  eft  évident  que 
ces  parties  feroient  7  &  5. 


CHAPITRE     XIV. 

Des  l^omhres  Cubiques. 

152. 

V^  u  A  N  D  un  nombre  a  été  multiplié  trois 
fois  par  lui-même,  ou,  ce  qui  revient 
au  même  ,  que  le  quarre  d'un  nombre  a 
été  multiplié  encore  une  fois  par  ce  nom- 
bre ,  on  a  un  produit  qui  fe  nomme  un 
cube  ou   un   nombre  cubique.   C'eft  ainfi. 
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que  le  f  ube  de  a  eil  aaa  ,  vu  que  c'eft  ce 
qu'on  obtient  en  multipliant  a  par  foi- 
même  ,  ou  par  a ,  ik  enfuite  ce  quarre  aa 
encore  par  a. 

On  voit  par- là  que  les  cubes  des  nom- 
bres naturels  doivent  fe  fuivre  dans  l'ordre 
que  voici  (*)  : 


Nombres!  i 

h 

3l4l 

5 

6  1  7  1  8 

1  9 

10 

Cubes     1  I 

|8 

17I64I 

1-5 

2i6|343f5i2 

7iv 

«ooc 

^■■■0 

■■■ 

■■iBk 

15  3- 

Si  nous  confidérons  les  différences  de  ces 
nombres  cubiques  ,  comme  nous  l'avons 
fait  pour  les  quarrés ,  en  fouftray ant  chaque 
cube  de  celui  qui  le  fuit ,  nous  obtenons  la 
fuite  de  nombres  que  voici  : 
7 > 195 37 j  61 , 91  ,  127,  169,217,271  j 
nous  ne  remarquons  d'abord  aucune  régn- 
er) On  doit  à  un  Mathématicien  ,  nommé  /.  Paul 
BiLchmr  ,  des  tables  publiées  à  Nuremberg  en  1701  ,  dans 
lerquelles  on  trouve  tant  les  quarrés  que  les  cubes  de 
tous  les  nombres  depuis  i  jufqu'à  12000. 
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larité  dans  cette  fuite  ;  mais  fi  nous  prenons 
les  différences  de  ces  nombres,  nous  voyons 
fe  former  la  férié  fuivante  : 

12,  i8,  24, 30, 36, 42,  48, 54; 
dans  laquelle  les  termes  augmentent  tou- 
jours évidemment  de  6. 

Après  la  définition  que  nous  avons  donnée 
du  cube  ,  il  ne  fera  pas  difïïcile  de  trouver 
les 'cubes  des  nombres  frâftionnaires  :  oh 
verra  que  \  eft  le  cube  de  '-  ;  que  ~  eft 
le  cube  de  ^  ,  &  que  ~  efl  celui  de  ".  En 
effet  on  n'a  qu'à  prendre  féparément  le  cube 
du  numérateur  &  celui  du  dénominateur  ,- 
on  aura  §^  pour  le  cube  de  la/raSign  \. 

M  5- 

Si  c'efl  d'un  nombre  mixte  qull  s'agit- 
de  trouver  le  cube ,  il  faut  d'abord  le  ré- 
duire en  une  feule  fraftion",  &:  procéder 
eiifuite  comme  il  a  été  dit.  Pour  trouver,: 
par  exemple ,. le  cube  de  1  ^ ,  il  faut  prendre 

celui 
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relui  <k  :- ,  qui  eft  i:,  ou  3  &  |.  De  même 
le  cube  de  1  i ,  ou  de  la  fraftion  feule  i  , 
^^^^^  '  &S>&^  le  cube  de3loJ 
^^7eft^r^ou34^. 

156. 

Puiique  ûcza  efl  le  cube  de  a,  celui  du 
nombre  ab  ki^  aaabhb^  d'où  Ion  voit 
que  fi  un  nombre  a  deux  ou  plusieurs  fac- 
teurs, on  peut  trouver  fon  cube  en  mul- 
tipliant enfemble  les  cubes  de  ces  fafteurs. 
Par  exemple ,  comme  i  2  eft  autant  que 
3.4 ,  on  multiplie  le  cube  de  3  ,  qui  eft  27 , 
par  le  cube  de  4 ,  qui  eft  64  ,  &  on  obtient 
I7i8  ,  cube  de  12.  On  voit  de  plus  que 
le  cube  de  1  a  eft  %a aa,&c  par  cônfcquent 
8  fois  plus  grand  que  le  cube  de  ay  &  de 
même,  que  ie  cube  de  3^  eft  lyaaa^ 
c'eft-à-dire  qu'il  eft  27  fois  plus  grand  que 
le  cube  de  a. 

157. 

Faifons  attention  auffi  aux   fignes  -f  & 
r-.  Il  eft  clair  d'abord  que  le  cube  d'un 
Tome  L  H 
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nombre  pofîtif -|-ö  ne  peut  qu'être  pofitif  de 
même,  c'eft-à-dire  -\-aaa.  Mais  s'il  s'agit 
de  prendre  le  cube  d'un  nombre  négatif 
—  a  y  on  verra  qu'en  prenant  d'abord  le 
quarre  ,  lequel  eft  ^aa ,  &  multipliant  en- 
fuite  5  félon  la  regle  ,  ce  quarre  par  — a  ^ 
le  cube  cherché  devient  —  a  a  a.  11  n'en  eft 
donc  pas ,  à  cet  égard  ,  des  nombres  cu- 
biques comme  des  nombres  quarrés ,  puif- 
que  ceux-ci  fe  trouvent  toujours  pofitifs. 
Le  cube  de  —  i  eft  —  i  ,  celui  de  —  % 
eft  —  8  ,  celui  de  —  3  eft  —  17  ^  &  ainfi 
de  fuite. 


CHAPITRE     XV. 

Des  Racines  cubiques  &  des  Nombres  irra- 
tionnels qui  en  dérivent. 

158. 

i  j  E  même  qu'on  peut ,  comme  on  a  vu , 
trouver  le  cube  d'un  nombre  donné  ,  on 
peut  réciproquement  auffi ,  étant  donné  uu 
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nombre  quelconque  ,  trouver  le  nombre 
qui ,  multiplié  trois  fois  par  lui-même  , 
produit  le  nombre  propofé.  Ce  nombre 
cherché  s'appelle  relativement  à  l'autre  , 
la  racine  cubique.  Ainfî  la  racine  cubique 
d'un  nombre  donné  eft  le  nombre  dont  le 
cube  eft  égal  à  ce  nombre  donné» 

159. 

Il  eft  donc  facile  de  déterminer  la  racine 
cubique  ,  quand  le  nombre  propofé  eft 
réellement  un  cube  ,  comme  nous  en  avons 
vu  des  exemples  dans  le  chapitre  précédent. 
On  fent  bien  que  la  racine  cubique  de  i 
eft  1  ;  que  celle  de  8  eft  2  ;  que  celle  de 
27  eft  }  j  que  celle  de  64  eft  4  >  &  ainfî 
de  fuite. .Et  pareillement,  que  la  racine 
cubique  de  —  27  eft  —  )  j  &  que  celle 
de  —  j  2  5  eft  —  5 . 

De  plus ,  que  fi  le  nombre  propofé  eft 
rompu ,  comme  —  ,  la  racine  cubique  en 
doit  être  ^  ;  &  que  celle  de  --^  eft  ^-.  Enfin , 

3  ^  343-7  » 

que  la  racine  cubique  d'un  nombre  mixte 

H  2 
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i  ^  doit  être  j  ou  i  i  ;  parce  que  2  ^  eft 
autant  que  ^. 

160. 

Mais  fi  le  nombre  propofé  n'eft  pas  réel- 
lement un  cube ,  fa  racine  cubique  ne 
pourra  pas  non  plus  s'exprimer  ni  en  nom- 
bres entiers  ,  ni  en  nombres  fraftionnaires. 
Par  exemple  ,  43  n'eft  pas  un  nombre 
cubique  ;  je  dis  donc  qu'il  eft  impoflîble 
d'afligner  un  nombre,  foit  entier  foit  frac- 
tionnaire ,  dont  le  cube  faffe  exaftement  45. 
Ce  qu'on  peut  affurer  cependant ,  c'eft  que 
la  racine  cubique  de  ce  nombre  ell:  plus 
grande  que  }  ,  vu  que  le  cube  de  3  ne  fait 
que  27  ,  &  que  cette  racine  eft  plus  petite 
que  4 ,  parce  que  le  cube  de  4  eft  /)  4.  Nous 
favons  donc  que  la  racine  cubique  cher- 
chée eft  néceflairement  contenue  entre  les 
nombres  3  &  4. 

161. 

Si  l'on  veut  donc  ,  puiique  la  racine  cu- 
bique de  43  furpaffe  3  ,  ajouter  à  3  une 
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fraffion  ;  il  ell  sûr  qu'on  pourra  de  plus  en 
plus  approcher  de  la  vraie  valeur  de  cette 
racine  ;  mais  on  ne  pourra  cependant  ja- 
mais indiquer  de  nombre  qui  exprime 
exaftement  cette  valeur  ;  parce  que  le  cube 
d'un  nombre  mixte  ne  peut  jamais  être 
parfaitement  égal  à  un  nombre  entier,  tel 
qu'eft  43.  Si  l'on  fuppofoit ,  par  exemple, 
que  }  f  ou  ^  fût  la  racine  cubique  cherchée 
de  43  ,  on  fe  tromperoit  de  ^  j  car  le  cube 
de  \  ne  fait  que  ^^  ou  42  ^. 

162. 

Il  efl:  donc  clair  par-là  que  la  racine  cu- 
bique de  43  ne  peut  en  aucune  manière 
s'exprimer  foit  par  des  nombres  entiers , 
ibit  par  des  fraftions.  Cependant  on  a  une 
idée  diftinfte  de  la  grandeur  de  cette  ra- 
cine 3  cela  engage  à  fe  fervir  ,  pour  l'in- 
diquer 5  du  figne  y  ,  qu'on  met  devant  le 
nombre  propofé  ,  &  qu'on  prononce  racine 
cubique  ,  afin  de  la  diftinguer  de  la  racine 
quarrée ,  laquelle  on  ne  fait  fou  vent  que 

H3 
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nommer  fimplement  racine.  Ainfi  y  45 
fignifie  la  racine  cubique  de  43 ,  c  eft-à-dire  , 
le  nombre  dont  le  cube  eft  43  ,  ou  qui, 
multiplié  trois  fois  par  lui-même  ,  fait  43. 

163. 

Il  eft  donc  clair  auflî  que  de  telles  ex- 
preffions  ne  peuvent  appartenir  aux  quan- 
tités rationnelles ,  &  qu'elles  conftituent 
plutôt  une  efpece  particulière  de  quantités 
irrationnelles.  Elles  n'ont  même  rien  de 
commun  avec  les  racines  quarrées ,  &  il 
n'eft  pas  poffible  d'exprimer  une  telle  racine 
cubique  par  une  racine  quarrée ,  comme 
par  exemple  par  y  12  ,  car  le  quarre 
de  \/ 1 2  étant  12,  fon  cube  fera  1 2y  1 2  5 
par  conféquent  encore  irrationnel  &  tel 
qu'il  ne  peut  être  égal  à  43. 

164. 

Que  fi  le  nombre  propofé  eft  un  cube 
réel ,  nos  exprefficns  deviennent  ration- 

nelles  :  y  1  eft  autant  que  15  y  8  eft  autant 
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que  2*;  V  27  autant  que  3  ;  Se  en  général 
\  aaa  autant  que  a. 

165. 

S'il  étoit  queftion  de  multiplier  une  ra- 
cine cubique  Comme  \  a  par  une  autre 

comme  \/ h  y  le  produit  doit  être  y/ ab  ; 
car  nous  lavons  que  la  racine  cubique  d'un 
produit  ab  fe  trouve  en  multipliant  en- 
ièmble  les  racines  cubiques  des  fafteurs.  On 
voit  par  cela  même  que  s'il  s'agiflbit  de  la 

divifion  de  \  a  par  \  b ,  le  quotient  feroit 

16Ö. 

On  comprend  auffi  que  2  \  a  eft  autant 

que  \/8  Œy  parce  que  2  équivaut  à  y/S  j 

que  3y  a  eft  autant  que   y/ 27a  y  &^y/cr 

autant  que  \/ abbb.  Ainfi  réciproquem.ent, 
fi  le  nombre  qui  fuit  le  figne  radical  a  un 
faâeur  qui  foit  un  cube ,  on  peut  le  faire 

H  4 
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difparoître  en  en  mettant  la  racine  cubique? 
devant  le  figne.  Par  exemple  ,  au  lieu  de 
\/6^a  on  peut    écrire  ^\/a;  &  5  y/a  au 
lieu  de  v/i2)ö.  Il  fuit  de  là  que  y^iö  eft 

autant  que   ly/i^  parce  que  16  eft  au- 
tant que  8.2. 

167. 

Quand  un  nombre  propofé  eft  négatif, 
fa  racine  cubique  n'eft  pas  fujette  aux  diffi- 
cuites  que  nous  avons  rencontrées  en  trai- 
tant  des  racines  quarrées.  Car  puifque  les 
cubes  de  nombres  négatifs  font  négatifs ,  de 
même  il  s'enfuit  qu'aufTi  les  racines  cubiques 
de  nombres  négatifs  font  fimplement  néga- 
tives. Ainfi  v^—  8  fignifie  —  2 ,  &  \/—  ij^ 
eft  autant  que  —  3.  Il  s'enfuit  auffi  que 
V  —  1 2  eft  la  même  chofe  que  —  \/ iiy 
&  que  y  —  a  peut  s'exprimer  par  —  \/a. 
D'où  l'on  voit  que  le  figne  — ,  s'il  fe  trouve 
derrière  le  figne  de  la  racine  cubique ,  au- 
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roit  aufîîpu  fe  mettre  devant  ce  figne.  Nous 
ne  fommes  donc  pas  conduits  ici  à  des  nom- 
bres impolTibles  ou  imaginaires  ,  comme 
cela  nous  efl:  arrivé  en  confîdérant  les  ra- 
cines quarrées  des  nombres  négatifs. 

fc  ■  ■         , P, ■■■       m 

CHAPITRE     XVI. 

Des  Puijfances  en  général. 

i68. 

JL  E  produit  qu'on  obtient  en  multipliant 
un  nombre  plufieurs  fois  par  lui-même  ,  fe 
nomme  une  puijfance.  Ainiî  un  quarre  qui 
provient  de  la  multiplication  d'un  nombre 
par  lui-même  ,  &  un  cube  qu'on  obtient  en 
multipliant  un  nombre  trois  fois  par  lui- 
même  ,  font  des  puiffances.  On  dit  auflî 
dans  le  premier  cas ,  que  le  nombre  eft 
élevé  au  fécond  degré ,  ou  à  la  féconde 
puiflance  ;  &  dans  l'autre  cas  ,  que  le  nom- 
bre eft  élevé  au  troifieme  desré  ou  à  la 
troifieme  puiflance. 
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i6c). 

C'eft  qu'on  diftingue  ces  puiflances  l'une 
de  l'autre  par  le  nombre  de  fois  que  le 
nombre  propofé  a  été  multiplié  par  lui- 
même.  Par  exemple  ,  un  quarre  fe  nomme 
la  féconde  puiffance  ,  parce  qu'un  certain 
nombre  donné  a  été  multiplié  deux  fois  par 
lui-même  ;  fi  un  nombre  a  été  multiplié 
trois  fois  par  lui-même ,  on  nomme  le  pro- 
duit la  troifieme  puiffance  ,  laquelle  fignifie 
donc  la  même  chofe  qu'un  cube.  Multipliez 
un  nombre  quatre  fois  par  lui-même  ,  vous 
aurez  fa  quatrième  puiffance ,  ou  bien  ce 
qu'on  nomme  communément  le  quarre- 
quarre  ou  le  bi-quarré  :  &  il  n'eft  pas  dif- 
ficile à  préfent  de  comprendre  ce  qu'on 
entend  par  la  cinquième  ,  fixieme  ,  fep- 
tieme,  &c.  puiffance  d'un  nombre.  J'ajoure 
feulement  que  ces  puiffances  ceffent  après 
le  quatrième  degré  d'avoir  d'autres  noms 
particuliers. 
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170. 

Pour  éclaircir  tout  cela  encore  mieux  > 
nous  remarquerons  d'abord  que  les  puif- 
fances  de  1  relient  conftamment  les  mêmes  ; 
parce  que ,  quelque  nombre  de  fois  qu'on 
multiplie  ce  nombre  i  par  lui-même  ,  le 
produit  fe  trouve  toujours  être  i.  Nous 
commencerons  donc  ici  par  indiquer  les 
puiflances  de  2  &  de  }.  Voici  l'ordre  qu'elles 
luivent  : 


du  Nombre  2  , 

du  Nombre,  j. 

I. 

2 

3 

II. 

4 

9 

m. 

8 

i? 

IV. 

16 

U 

V. 

3^ 

^43 

VI. 

64 

729 

vir. 

128 

2187 

VIII. 

256 

6561 

IX. 

5^^ 

19683 

X. 

1024 

59049 

XI. 

1048 

i77'47 

XII. 

4096 

53^441 

XIII. 

^192 

159432-3 

XIV. 

16384 

4782969 

XV. 

32768 

1434^907 

XVI. 

65536 

43046721 

XVII. 

131072 

129 140 163 

XVIII. 

262144 

3874204^9 

ti4  Elément 

Mais  ce  font  fur-tout  les  puifTances  dir 
fîombre  lo  qui  font  remarquables  ;  car  fur 
ces  puifFances  fe  fonde  toute  notre  Arith- 
métique. En  voici  quelques-unes  rangées 
par  ordre  ,  en  commençant  par  la  première 
puiflance  : 

1.       II.      III.        IV.         V.         VI. 

10,    100,  icoo,   loooo,  100000,1000000,  &ic^. 

171. 

Si  l'on  veut  maintenant  envifager  la  cliofe 
d'une  manière  plus  générale,  on  verra  que 
les  puilTances  d'un  nombre  quelconque  a 
fe  fuivent  dans  cet  ordre  : 

L    II.     III.      IV.         V.         VI. 

a  ,   aa  ,    aaa  ,    aaaa  ,   aaa  aa  ,    aa  aaaa  ,    &c. 

Mais  on  ne  tardera  pas  à  s'appercevoîr 
de  l'inconvénient  qui  accompagie  cette 
façon  d'écrire  les  puifTances  ,  &  qui  con- 
fîfte  en  ce  qu'il  faudroit  pour  exprimer  de 
grandes  puifTances ,  écrire  la  même  lettre 
très-fouvent  ;  le  Lefteur  même  n'auroit 
pas  moins  de  peine  ,  s'il  étoit  obligé  de 
compter    toutes    ces    lettres  pour   favoir 
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Tiuelle  puiffance  on  a  voulu  indiquer.  La 
centième  puiffance  ,  par  exemple  ,  ne 
s'écriroit  pas  commodément  de  cette  fa- 
çon-là ,  &  il  lèroit  encore  plus  difficile  de 
la  reconnoîtrc. 

Afin  d'éviter  cet  inconvénient ,  on  a  ima- 
giné une  façon  bien  plus  commode  d'ex-* 
primer  de  telles  puiffances  ,  &  qui  mérite , 
à  caufe  de  fon  u'age  étendu , d'être  expliquée 
foigneufement  :  favoir ,  pour  exprimer ,  par 
exemple  ,  la  centième  puiffance  ,  on  écrit 
fîmplement  le  nombre  i  oo  au-deffus  de  celui 
dont  on  veut  exprimer  la  centième  puif- 
fance, &  un  peu  vers  la  droite  :  ainfi  a'°% 
<fui  fignifie  a  élevé  à  loo ,  indique  la  cen>- 
tieme  puiffance  de   a.   Il  ne  fcut  pas  ou- 
blier qu'on  donne  le  nom   diexpofajit  au 
nombre  écrit  au-deffus  de  celui  dont  il  in- 
dique la  puiffance  ou  le  degré  ,  &  qui  efl: 
100  dans  le  cas  que  nous  avons  fuppofé.     , 
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173. 

De  cette  manière  ce  fignifie  donc  a  élevé 
à  2  ,  ou  la  féconde  puiffance  de  a  ,  laquelle 
cependant  on  indique  auffi  quelquefois  par 
txay  parce  que  Tune  &  l'autre  expreffion 
s'écrit  &  fe  comprend  avec  la  même  faci- 
lité. Mais  déjà  pour  exprimer  le  cube  ou 
la  troifieme  puifTance  aaa  y  on  écrit  ci}  con- 
formément à  la  nouvelle  regle  ,  afin  de 
gagner  de  la  place.  De  même  a^  fignifie 
la  quatrième  ,  a'  la  cinquième ,  &  aMa 
fixieme  puiflance  de  a. 

174.- 

En  un  mot  toutes  les  puiflances  de  a  fe 
repréfenteront  par 

a,  a,  a\  a\  a\  a\  <i\  a\  a%  a'%  &C. 
d'où  l'on  voir  que ,  fuivant  cette  manière , 
on  auroit  très-bien  pu  écrire  a'  au  lieu  de  a 
pour  le  premier  membre  de  la  férié ,  afia 
d'en  mieux  faire  appercevoir  l'ordre.  Eji 
effet  a'  n'efi:  autre  chofe  que  a ,  \\x  que 
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C€tte  uivté  indique  que  la  lettre  a  ne  doit 
s'écrire  qu'une  fois.  Une  pareille  fuite  de 
puiffances  fe  nomme  auffi  une  progreflion 
géométrique  ,  parce  que  chaque  terme  eft 
d'un  nombre  de  fois  plus  grand  que  le 
précédent. 

175. 

Comme  dans  cette  même  fuite  de  puif^. 
fances  chaque  teri^^  fe  trouve  en  multi- 
pliant par  a  celui  qui  le  précède  ,  ce  qui 
augmente  Texpofant  de  i  ;  on  peut  auffi , 
au  moyen  d'un  terme  donné  ,  trouver  celui 
qui  le  précède  ,  en  divifant  par  a ,  parce 
que  c*eft  diminuer  Texpofant  d'une  unité. 
Cela  nous  apprend  que  le  terme  qui  précède 
le  premier  terme  a',  doit  être  néceflai- 
rement  ^  ou  i  ;  or  fi  l'on  fe  regle  fur  les 
expofans ,  on  conclura  fans  peine  que  ce 
terme  qui  précède  le  premier  ^  doit  être  _ct^ 
On  peut  donc  déduire  de  là  la  propriété 
remarquable ,  que  cl  eft  conftamment  égal 
A  I  ;  quelque  valeur  grande  ou  petite  qu'aie 
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le  nombre  a  ^  &  même  quand  a  n  eft  rien, 
c'eft-à-dire  que  même  o°  fait  i. 

176. 

Nous  p.ouvons  continuer  encore  notre 
fuite  de  puiffances  en  rétrogradant ,  & 
même  de  deux  manières  différentes  :  l'une  en 
divifant  toujours  par  a  ;  l'autre  en  diminuant 
l'expofant  d'une  unité.  £t  nous  ne  pouvons 
douter  que ,  fuivant  Tille  ou  i'autre  façon, 
les  termes  ne  foient  parfaitement  égaux. 
Nous  allons  préfenter  cette  férié  rétrograde 
fous  Tune  &  l'autre  forme  ,  en  avertiffant 
que  c'eft  auffi  à  rebours,  c'eft-à-dire  ,  en 
allant  de  la  droite  vers  la  gauche ,  que  l'on 
doit  la  lire. 


I 

aaaaaa 

I 

aaaaéL 

i 
aaaa 

1 
aaa 

I 

aa 

I 
a 

1 

a 

T." 

1 

1 
a' 

i 

a' 

1 
a' 

1 

1 

I 
a 

a° 

^' 

a' 

11.^ 

a-' 

a-'' 

a-' 

or' 

ar^' 

oT' 

177. 
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Nous  voici  parvenus  à  connoître  des 
puiffances  dont  les  expofans  font  négatifs  , 
&  à  pouvoir  aflîgner  exaftement  les  va- 
leurs de  ces  puifTances.  Nous  mettrons  fous 
les  yeux  ce  que  nous*  avons  trouvé  ,  de  la 
façon  qui  fuit  :  d'abord  ' 

a°    eft  autant  que  i  j   enfuite 

--' h 

^—2  I  r 

^       ■ 7^  ou  —  . 

a"' ___L 

a-' _L 

&  ainfi  de  fuite. 

178. 
11  eft  clair  auffi  par  ce  qui  a  précédé , 
comment  on  doit  trouver  les  puiiTances 
d'un  produit  ah.  Elles  feront  évidemment 
ab  ou  a'b\  a'b\  a' b\  aH%  a' b\  &c. 
Et  on  trouvera  de  même  les  puifTances  des 
fraftionsj  par  exemple,  celles  de  \  font 
^    o^     a'       a'       cù       a'       a" 

b^' b^'  r  r  T  r  t  ^'' 

Tome  L  I 
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179. 

Enfin  nous  avons  à  confidérer  aufiî  les 
puiffances  des  nonjbres  négatifs-   Or  lup-- 
pofons  donné  le  nombre  —  a  ;  fes  puiffan- 
ces fe  fuivront  dans  l'ordre  que  voici  : 
—  ^5  -|-aa, — a}  ^  -f-^S  — ^%  ~|-^S  ScC. 

On  voit  donc  qu'il  n'y  a  que  les  puif- 
fances dont  les  expofans  font  des  nombres 
impairs ,  qui  deviennent  négatives ,  &  qu'au 
contraire  toures  les  puiffances  qui  ont  un 
nombre  pair  pour  expofant ,  font  pofitives. 
En  effet ,  les  puiffances  troifieme  ,  cin- 
quième y  feptieme ,  neuvième  ,  &c.  ont 
toutes  le  figne  —  ;  &  les  puiffances  fé- 
conde ,  quatrième,  fixieme ,  huitième ,  &c* 
font  affectées  du  figne -j-. 
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CHAPITRE     XVII. 

Du   calcul  des   Puijfances. 

180. 

iN  o  u  S  n'avons  rien  à  obferver  de  par- 
ticulier par  rapport  à  raddition  &  à  la  fouf- 
traftion  des  puiflances  ;  car  on  ne  fait 
qu'indiquer  ces  opérations  moyennant  les 
fignes  -f-  ^  —  9  quand  les  puiflances  font 
différentes  entr'elles.  Par  exemple  ,  a^  -j-  a^ 
efl:  la  fomme  de  la  féconde  &  de  la  troi- 
fieme  puiflance  de  a;  &i  a^  —  a"^  ell  ce  qui 
refte  en  fouftrayant  la  quatrième  puilfance 
de  a  de  la  cinquième  ;  &:  l'on  ne  peut  indi- 
quer plus  brièvement  ni  l'un  ni  l'autre  ré- 
fultat.  Que  s'il  s'agit  de  puiflances  de  la 
même  efpece  ou  du  même  degré  ,  il  efl: 
clair  qu'il  n'eft  pas  néceiTaire  de  les  lier  par 
des  fignes  :  a)  -^a'  fait  la?  ,  &c. 
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i8i. 

Mais  la  multiplication  des  puiffances 
exige  qu'on  faffe  attention  à  différentes 
chofes. 

D'abord  quand  il  s'agit  de  multiplier 
par  a  une  puiflance  quelconque  de  a  ,  on 
obtient  la  puiffance  fuivante  ,  c'eft-à-dire , 
celle  dont  l'expofant  efl:  d'une  unité  plus 
grand.  Ainfi  a\  multiplié  par  a  ,  fait  a' y 
&  a^ ,  multiplié  par  a  ,  fait  a\  Et  de  même , 
quand  il  s'agit  de  multipiier  par  a  les  puif- 
fances'de  ce  nombre  qui  ont  des  expofans 
négatifs  ,  on  ne  fait  qu'ajouter  i  à  l'expo- 
fant. Ainfi  a"  multiplié  par  a  produit  a'  ou 
I  ;  ce  Gui  eft  d'autant  plus  évident ,  que 
a—'  eft  égal  à  ^  ,  &  que  le  produit  de  a 
par  ^  étant  ^ ,  il  eft  par  conféquent  égal  à  i. 
Par  des  raifons  femblables  a^" ,  multiplié 
par  a,  fait  a-'ou  ^;  &  a-'%  multiplié 
par  a  ,  donne  a~^ ,  &  ainfi  de  fuite. 
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182. 

Enfuite  ,  s'il  cil:  queftion  de  multiplier 
une  puilTance  de  a  par  a  a  ou  par  la 
deuxième  puilTance ,  je  dis  que  rexpofant 
devient  plus  grand  de  2.  Ainfi  le  produit 
de  a-  par  a:  eft  a'-^  celui  de  à"  par  a'  eft  a^  ; 
celui  de  0'  par  a"  eft  a^  ;  &  plus  géné- 
ralement encore  ,  a""  multiplié  par  a"  fait 
«''+-.  Pour  ce  qui  eft  des  expofans  néga- 
tifs ,  on  aura  a  ou  a  pour  le  produit  de  a~" 
para'";  car  a—'  étant  égal  à  j,  c'eft  comme 
fi  l'on  avoit  à  divifer  a  a  par  a;  par  confé- 
quent  le  produit  cherché  eft  ^  ou  a.  De 
même  a~%  multiplié  par  a%  fait  a°  ou  i  j 
&  a""%  multiplié  par  a%  fait  a~'. 

183. 

Il  n'eft  pas  moins  évident  que  ,  pour 
multiplier  une  puiffance  quelconque  de  a 
par  a? ,  il  faut  en  augmenter  Texpoiant  de 
trois  unités  ;  &  que  par  conféquent  le  pro- 
duit de  oT  par  a)  eft  a"^%  Et  toutes  les  fois 

I  î 
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donc  qu'il  s'agit  de  multiplier  enfemble 
deux  puifîances  de  a ,  on  voit  que  le  pro-^ 
duit  fera  de  même  une  puiflance  de  a  ,  & 
tel  que  fon  expofant  fera  la  fomme  de  ceux 
des  deux  puifTances  données.  Par  exemple , 
a*  multiplié  par  a'  fera  a^ ,  &  a'*  multiplié 
par  a7  fera  a'%  &c. 

184. 

En  partant  de  là  on  peut  déterminer 
affez  facilement  des  puiiTances  très-élevées. 
Pour  trouver  ,  par  exemple  ,  la  vingt- 
quatrième  puilTance  de  2  ,  je  multiplie  la 
douzième  puifTance  par  la  douzième  puif- 
fance ,  parce  que  v^  eft  autant  que  2''  mul- 
tiplié par  -L',  Or  nous  avons  vu  plus  haut 
que  2'^  fait  4096  ;  je  dis  donc  que  c'eft  le 
nombre  16777216,  ou  le  produit  de  4096 
par  4096  ,  qui  exprime  la  puiflance  cher- 
chéç  2^*. 

185. 

Paffons  à  la  divifion.  Nous  remarque* 
rons  en  premier  lieu ,  que  pour  divifer  une 
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puifTance  de  a  par  a  y  il  faut  fouftraire  i 
de  rexpofant ,  ou  le  diminuer  de  l'unité, 
Ainiî  d'y  divilë  par  j,  tait  a"*;  a'  ou  \  , 
divifé  par  a ,  eft  autant  que  or-"  ou  \y  ar\ 
divifé  par  a ,  fait  a"-*. 

186. 

Si  c'eft  par  à'  qu'il  faut  divifer  une  puif- 
fance  donnée  de  ^  ,  il  faudra  diminuer 
Texpofant  de  2  j  &  lî  c'eft  par  oj  ,  il  faut 
fouftraire  trois  unités  de  l'expofant  de  la 
puilTance  propofée.  Ainfi  en  général ,  quel- 
que puifTance  de  a  que  ce  foit  qu'il  s'agifTe 
de  divifer  par  une  autre  puift'anqe  quel- 
conque de  a  ,  la  regle  eft  toujours  de  fouf- 
traire l'expofant  de  la  féconde  de  l'expo- 
fant de  la  première  de  ces  puiftances.  C'eft 
ainfi  que  a'\  divifé  par  0%  donnera  a^ \ 
que  a^ ^  divifé  par  a%  donnera  cT'' \  & 
que  <^~S  divifé  par  a\  donnera  a~\ 

187. 

Par  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut , 
il  eft  facile  de  comprendre  comment  qx\ 

14 
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doit  trouver  les  puiffances  des  piiifTances; 

&  que  cela  fe  fait  par  la  multiplication. 

Quand  on  cherche ,  par  exemple,  le  quarre 

ou  la  féconde  puifTance  de  a%  on  trouve 

ö'  5  &  de  la  même  manière  on  trouve  a" 

pour  la  troifieme  puifTance  ,  ou  le  cube  de 

ß^$  on  voit  que  pour  prendre  le  quarre 

d'une  puiffance,  il  n'y  a  qu'à  doubler  fon 

expofant^  que  pour  en  prendre  le  cube, 

îl  faut  tripler  cet  expofant ,  &  ainfi  de  fuite. 

Le  quarre  de  a"  eft  a--,  le  cube  de  a"  eft 

ö:^%-  la  feptieme  puiffance  de  a""  eft  a'\  tkc. 

i88. 

Le  quarre  de  a%  ou  le  quarre  du  quarre 
de  a  étant  a\  on  voit  pourquoi  on  nomme 
la  quatrième  puiffance ,  le  bi-quarré  ou  le 
quarre  quarre. 

Le  quarre  de  a'  eft  a^ ,  c'eft  ce  qui  a 
fait  donner  à  la  fixieme  puiffance  le  nom 
de  quarré-cube. 

Enfin  le  cube  de  a^  étant  a^ ,  on  appelle 
les  neuvièmes  puiffances  cubes-cubes.  On 
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n'a  pas  fntroduit  d'autres  dénominations  de 
cette  efpece  pour  les  puifTances ,  &  même 
les  deux  dernières  ne  font  pas  fort  en  ufage. 


CHAPITRE     XVIII. 

Des    Racines    relativement    à     toutes    les 
Puijfances  en  général, 

189. 

X  uiSQUE  la  racine  quarrée  d'un  nombre 
donné  eil:  un  nombre  tel  que  fon  quarre 
eft  égal  à  ce  nombre  donné  ,  &  que  la 
racine  cubique  d'un  nombre  donné  eft  un 
nombre  tel  que  fon  cube  eft  égal  à  ce 
nombre  donné  j  il  s'enfuit  qu'étant  donné 
un  nombre  quelconque ,  on  peut  toujours 
en  indiquer  des  racines  telles  que  leur 
quatrième  ou  leur  cinquième  piûiTance  , 
ou  quelque  autre  à  volonté  ,  ibit  égale  au 
nombre  donné.  Afin  de  difting;uer  mieux 
ces  différentes  efpeces  de  racines ,  nous 
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nommerons  la  racine  quarrée ,  racine  deu^ 
xieme  y  la  racine  cubique ,  racine  troißeme  ; 
parce  que  d'après  cette  dénomination  on 
peut  nommer  racine  quatrième  ,  celle  dont 
le  quarré-quarré  eft  égal  à  un  nombre 
donné  ^  &  racine  cinquième ,  celle  dont  la 
cinquième  puiflance  efi:  égale  à  un  nombre 
donné ,  &c, 

I  90. 

De  même  que  la  racine  quarrée  ou  deu* 
xieme  s'indique  par  le  fîgne  y  ,  &  la  racine 

cubique  ou  troiiîeme  ,  par  le  fîgne  y  ,  on 
repréfente  la  racine  quatrième  par  le  figne 

\/;  la  racine  cinquième  par  le  figne  y  ^ 
&  ainfi  de  fuite.  Il  eft  clair  que  fuivant  cette 
façon  de  s'exprimer ,  le  figne  de  la  racine 

quarrée  devroit  être  y .  Mais  comme  de 
toutes  les  racines  c'eft  celle-ci  qui  fe  pré- 
fente le  plus  fouvent ,  on  eft  convenu  ,  pour 
abréger  ,  d'omettre  le  nombre  2  du  figne 
de  cette  racine,  Ainfi  ^  quand  dans  un  figaq 
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radical  if  ne  fe  trouve  pas  de  nombre,  cela 
fuppofe  toujours  que  c'eft  la  racine  quarrée 
qu^on  a  voulu  indiquer. 

191. 

Nous  allons,  pour  nous  expliquer  encore 
mieux  ,  mettre  fous  les  yeux  les  différentes 
racines  du  nombre  a  ,  avec  leurs  fignifi- 
cations. 

y  a  efl:  la  IL'  racine  de  a 

^a  111/  a 


a 


IV.- 

V. 

VI. 


&  ainfi  de  fuite. 

De  forte  que  réciproquement  : 
la    1 1.'  puifTance  de  \/a  eft  égaie  à 


la  III,=  

la  IV.- 

la    \: 

la  VI.' 

êc  ainfi  de  fuite. 


y  a 

\/  a 
y  a 


a 


a. 
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192. 

Que  le  nombre  a  foit  donc  grand  on 
petit ,  on  comprend  quel  fens  on  doit 
attacher  à  toutes  ces  racines  de  difFérens 
degrés. 

11  faut  remarquer  auffi ,  que  fi  l'on  prend 
pour  a  l'unité  ,  toutes  ces  racines  reftent 
conflamment  i  j  parce  que  toutes  les  puif- 
fances  de  i  ont  pour  valeur  l'unité.  Que 
fi  le  nombre  a  eft  plus  grand  que  i  ,  toutes 
fes  racines  auffi  fiirpaiTeront  Tunite,  Enfin , 
que  fi  ce  nombre  eft  plus  petit  que  i  , 
toutes  Tes  racines  auffi  feront  moindres  que 
l'unité. 

193. 

.  Quand  le  nombre  a  eftpofitif,  on  com- 
prend ,  par  ce  qui  a  été  dit  plus  haut  des 
racines  guarrées  &  cubiques  ,  que  toutes 
les  autres  racines  auffi  pourront  être  indi- 
quées réellement ,  &  feront  des  nombres 
xéels  &  poiTibles, 
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Maïs  fi  le  nombre  a  efl:  négatif,  il  faut 
que  fes  racines ,  deuxième  ,  quatrième  , 
fixieme  ,  &  en  général  toutes  celles  d'un 
degré  pair  ,  deviennent  des  nombres  im- 
poffibies  ou  imaginaires  ;  parce  que  toutes 
les  puiflances  d'un  degré  pair  ,  tant  des 
nombres  pofitifs  que  des  nombres  négatifs, 
font  toujours  affeftées  du  figne  plus.  Au 
lieu  que  les  racines  troifieme  ,  cinquième  , 
feptieme ,  &  en  général  toutes  les  racines 
impaires,  deviennent  négatives ,  mais  ra- 
tionnelles j  parce  que  les  puifiances  im- 
paires de  nombres  négatifs ,  font  négatives 
de  même. 

104. 

Enfin  nous  avons  là  auflî  une  fource  iné- 
puifable  de  nouvelles  efpeces  de  quantités 
fourdes  ou  irrationnelles  ;  car  toutes  les  fois 
que  le  nombre  a  n'eft  pas  réellement  une 
puiffance  telle  que  le  figne  radical  en  in- 
dique une ,  ou  femble  en  requérir  une ,  il 
efl  impoffible  auffi  d'exprimer  cette  racine , 
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foit  en  nombres  entiers ,  foit  par  des  frac- 
tions ,  &  par  conféquent  cette  racine  doit 
alors  être  rajigée  dans  la  claffe  des  nom- 
bres qu'on  nomme  irrationnels. 


CHAPITRE    XIX. 

De  la  manière  cT Indiquer  les  Nombres  irrd^ 
tionnels  par  des  expofans  fraclionnaircs^ 


N. 


195 


o  u  S  venons  de  faire  voir  dans  le  cha- 
pitre précédent ,  que  le  quarre  d'une  puif- 
fance  quelconque  fe  trouve  en  doublant 
l'expofant  de  cette  puiffance  ,  &  qu'en  gé- 
néral le  quarre  ou  la  féconde  puiffance  de 
û"  eft  a'".  Il  s'enfuit  de  là  l'inverfe ,  favoir , 
que  la  racine  quarrée  de  la  puiffance  a-"  eil 
a" ,  &  qu'on  la  trouve  en  prenant  la  moitié 
de  l'expofant  de  cette  puiffance ,  ou  en 
divifant  cet  expofant  par  2. 
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z' 


%  190. 

Ainfi  la  racine  quarrée  de  a*  efl:  a'  j 
celle  de  a*  eil  cC  ;  celle  de  a^  eft  a'  ;  & 
ainfi  de  fuite.  Et  comme  c'eft  là  une  vérité 
générale  ,  on  voit  que  la  racine  quarrée 
de  a?  doit  nécefiairement  être  a~ ,  &  que 
celle  de  a^  eft  a  ~-.  Par  conféquent  on  aura 
de  même  a  ="  pour  la  racine  quarrée  de  a'  ; 
d'où  l'on  voit  que  a^  efl  autant  que  y  a; 
&  cette  nouvelle  manière  d'indiquer  la 
racine  quarrée ,  demande  qu'on  y  faffe 
attention. 

197. 

Nous  avons  montré  auffi  que  pour  trou- 
ver le  cube  d'une  puiffance  comme  a"- , 
il  falloit  multiplier  fon  expofant  par  3  ,  & 
que  par  conféquent  ce  cube  étoit  a'\ 

Ainfi ,  quand  il  s'agit  de  trouver  en  ré- 
trogradant !a  racine  troiheme  ,  ou  cubique , 
de  la  puiffance  a*" ,  on  ne  fait  que  divifer 
cet  expofant  par  3  ,  &   on  conclut  que 
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la    racine    cherchée    eft    a".    Par   confe* 
quent  a' ,  ou  a ,  ell  la  racine  cubique  de 
a'j  a'  eft  celle  de  a^j  a^'  eft  celle  de  a^ 
&  ainfi  de  fuite. 

198. 

Rien  n'empêche  d'appliquer  ces  prin- 
cipes aux  cas  où  rexpofant  ne  feroit  pas 
divifible  par  3  ,  &  de  conclure  que  la  racine 
cubique  de  a' eft  ai  ,  &  que  celle  de  a^ 
eft  al  ou  cz^T.  Par  conféquent  aufii  la 
racine  troifieme ,  ou  cubique ,  de  a  nntême  , 
ou  bien  de  a' ,  doit  être  ai.  D'où  l'on  voit 

que  al  eft  la  même  chofe  que   y  a. 

199- 

Il  en  eft  de  même  des  racines  d'un  degré 
plus  élevé.  La  racine  quatrième  de  a  fera 
a  4  ,  laquelle  expreflion  fignifie  donc  au- 

tant  que  y  a.  La  racine  cinquième  de  a 
fera  ai  ,  ce  qui  eft  par  conféquent  l'équi- 
valent de  y  a  ;  &  ces  vérités  s'étendent 
fans  difficulté  à  toutes  les  racines  d'un  degré 
plus  élevé.  lOOj, 
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^  200. 

On  pourroit  donc  le  paffer  entièrement 
des  fignes  radicaux  ufités  ,  &  employer  à 
leur  place  les  expofans  fraftionnaires  que 
nous  venons  d'expliquer  ;  cependant  comme 
on  eft  accoutumé  à  ces  fignes  depuis  long- 
temps y  &  qu'on  les  rencontre  dans  tous 
les  écrits  analytiques  ,  on  auifoit  tort  de 
vouloir  les  bannir  tout-à-fait  du  calcul. 
Mais  on  a  raifon  auffi  de  fe  lervir  beaucoup , 
comme  l'on  fait  aujourd'hui  ,  de  l'autre 
manière  ,  parce  qu'elle  répond  avec  évi- 
dence à  la  nature  de  la  chofe.  En  effet, 
on  voit  fur  le  champ  que  a^  eft  la  racine 
quarrée  de  a ,  parce  qu'on  fait  que  le  quarre 
de  di  ,  c'eft-à-dire ,  a~-  multiplié  par  a^ , 
eft  égal  à  a'  ou  a, 

201. 

On  voit  par  ce  qmi  a  précédé  ,  comment 
on  doit  interpréter  tous  les  autres  expofans 
rompus  qui  peuvent  fe  préfenter.    Que  fi 
Tome  I.  K 
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Von  a  ,  par  exemple ,  d^^  cela  fignifie  qu'il 
faut  prendre  d'abord  la  quatrième  puiflance 
de  a  ,  &  en  extraire  enfuite  la  racine 
cubique  ou  troifieme  j  de  forte  que  ai  eft 
autant  que  ,  fuivant   la  façon  ordinaire , 

\/a\  Que  pour  trouver  la  valeur  de  a^ , 
il  faut  prendre  d'abord  le  cube  ou  la  troi- 
fieme puiflance  de  a  ,  qui  eft  a%  &  en 
extraire  après  cela  la  racine  quatrième  j 
de  façon  que  a^  eft  la  même  chofe  que 

\/ a\  De  même  ^T  eft  autant  que  \  a\  &c. 

202. 

Quand  la  fraftion  qui  repréfente  Tex- 
pofant  furpafle  l'unité  ,  on  peut  indiquer 
encore  d'une  autre  manière  la  valeur  de 
la  quantité  propofée.  Suppofez  que  oe  foit 
ç»  ;  cette  quantité  équivaut  à  a^^,  qui  eft 
le  produit  de  a^  par  a^.  Or  d^  étant  égal 
à  y  a ,  on  voit  que  a^  eft  autant  que  d'y  a. 
De  même   a  t"  ou    a}i    eft   autant    que 

3,  Il  ,  3 

à^yay    &   a4j  c'eft-à-dire  a^^     fignifie 
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4; 

<^y  a\  Qts  exemples  fuffiienr  pour  faire 
concevoir  la  grande  utilité  des  expofans 
fraftionnaires. 

203. 
Leur  ufage  s'étend  auffi  aux  nombres 
rompus  :  Qu'on  ait  jt^  ,  on  fait  que  cette 
quantité  efl:  égale  à  ~  ;  or  nous  avons  vu 
plus  haut  qu'une  fraction  de  la  forme  -^ 
peut  s'exprimer  par  or^\  ainfi  pourJL 
on  peut  fe  fervir  de  l'exprefTion  a—~'.  De 
même  ~^a  eft  autant  que  a— t.  Soit  pro- 
pofée  encore  la  quantité  —  ;  qu'on  la  tranf- 

forme  en  celle-ci:  -x  5  qui  eft  le  produit 
a* 

de  CL-  par  a,—'^'^   or  ce  ^produit   équivaut 

à  a^  ou  à  fl  ^,  ou  enfin  à  a\  a.  L'ufage 

rendra  faciles  de  femblables  réduftions. 

K  z 
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204. 

Enfin  nous  obferverons  que  chaque  ra- 
cine peut  fe  repréfenter  d'un  grand  nombre 
de  manières.  Car  y  a  étantja  même  chofe 
que  <2^,  &  ^  pouvant  être  transformé  en 
toutes  ces  fraftions 5  ~,\,  1^  ^'  é?  ^'^' 
il  eft  clair  que  y  a  efl  autant  que  y  a- ,  & 
que  y  a' ,  &  que  y  a%  &  ainfî  de  fuite. 

3/  .  .  i 

Pareillement ,   y  a  qui  fignifie  a^  ,    fera 

égale  à  \^a:  &  à  y^a%  &  à  \/ a\  Et  l'on 
voit  de  même  que  le  nombre  a  ,  ou  a'  , 
pourroit  s'indiquer  par  les  expreffions  ra- 
dicales qui  fuivent  : 

ya%    \/a\    \/a%  y^a%  &c. 
205. 

Cette  propriété  eft  d'un  bon  ufage  dans 
la  multiplication  &  dans  la  divifion.  Car 

fi  l'on  a,  par  exemple,  à  multiplier  y  a 

par  ya^  on  écrit  y<v  powr  y  a,  &  y  a" 
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au  lien  de  y  a  ;  de  cette  façon  on  obtient 
de  part  &  d'aurre  le  même  figne  radical  y 
S:  la  multiplication  le  faifant  maintenant , 

donne  le  produit  \/  a\  Le  nieme  réfultat 
fe  déduit  de  ce  que  a^  multiplié  par  aT  fait 
û^+T;  car  ^-[-^  ell  ^  ,  &  par  conféquent 
le  produit  en  queftion  eft  en  effet  ai  ou 

6 

S'il  s'agiffbit  de  divifer  \/ a  ou  a^  par 
\  a  ou  a'  ,  on  auroit  pour  quotient  a  ^  % 
ou  a  6~6  ^  c'eft-à-dire  cT   ou   \/ a. 


CHAPITRE     XX. 

Qui  traite  en  général  des  différentes  manières 
de  calculer  &  de  leur  liaifon. 

206. 

IN  ous  avons  expofé  jufqu'ici  difFérentes 
opérations  de  calcul  :  l'Addition ,  la  Souf- 
traftion  ,  la  Multiplication  &  la  Divifion^ 

K  3 
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rélévation  des  Puiffances  ,  &  enfin  l'ex- 
traftion  des  Racines.  Il  ne  fera  donc  pas 
hors  de  propos  de  remonter  à  l'origine  de 
ces  différenres  manières  de  calculer  & 
d'expliquer  la  liaifon  qui  eft  entr'elles ,  afin 
qu'on  puifle  s'affurer  s'il  eft  poffible  ou  non 
qu'il  exifte  encore  d'autres  opérations  de 
cette  efpece.  Cette  recherche  ne  pourra 
que  répandre  plus  de  jour  fur  les  matières- 
que  nous  avons  traitées. 

Nous  nous  fervirons  dans  ce  deflein  d'un 
nouveau  figne  qu'on  peut  employer  à  la 
place  de  l'expreffion  fi  fouvent  répétée  , 
eß  autant  que  y  ce  figne  eft  celui-ci  :=:= , 
&  fe  prononce  efi  égal.  Ainfi  quand  j'écris 
a=b  y  cela  fignifie  que  a  eft  autant  que  b  , 
ou  que  a  eft  égal  ab;  de  même  ,  par 
exemple,  3.5=1 5. 

207. 

La  première  façon  de  calculer  qui  fe 

préfente  à  notre  efprit ,  eft  fans  contredit 

l'addition ,   par  laquelle   on  ajoute  deux 

nombres  enfemble ,  &  qu'on  trouve  leur 
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fomme.  Soient  donc  a  S:  b  ces  deux  nom- 
bres  propoles ,  Oc  qu  on  indique  leur  fomme 
par  la  lettre  c,  on  aura  a-^-b  ^=zc.  Ainlî 
quand  on  connoît  les  deux  nombres  a  Sz  b  ^ 
l'addition  enfeigne  à  trouver  moyennant 
cela  le  nombre  c. 

208. 

Confervons  cette  comparaifona-j-z^^zzc, 
mais  renverfons  la  queftion  en  demandant , 
comment ,  les  nombres  a  &:  c  étant  connus , 
on  doit  trouver  le  nombre  b. 

Il  s'agit  donc  de  favoir  quel  nombre  il 
faut  ajouter  au  nombre  a  ,  pour  qu'il  ea 
réfulte  ce  nombre  c.  Soit,  par  exemple, 
o^zj  Se  c^zzS  5  de  forte  qu'il  faudroit  que 
l'on  eût  5-|-^:z=8  ;  il  efl:  clair  qu'on  trou- 
vera b  en  fouftrayant  3  de  8.  Ainfi  en 
général ,  pour  trouver  b  ,  il  faudra  fouftraire 
a  de  c ,  d'où  provient  /»n^c — a  y  car  en 
ajoutant  de  nouveau  a  de  part  &  d'autre  , 
on  3,  b'\-az=zc — a-\-ay  c'eil-à-dire  ::=c, 
comme  on  l'avoit  fuppofé. 

Et  voilà  donc  l'origine  de  la  fouftraSion. 

K4 
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209. 

Ainfi  la  fouftraftiôn  a  lieu ,  quand  on 
renverfe  la  queftion  qui  donne  lieu  à  l'ad- 
dition. Or  il  peut  arriver  que  le  nombre 
qu'il  s'agit  de  fouftraire  foit  plus  grand  que 
celui  duquel  il  faut  le  fouftraire  j  comme , 
par  exemple ,  s'il  s'agiflbit  de  fouftraire  9 
de  5  j  ce  cas  eft  donc  propre  à  nous  fournir 
l'idée  d'une  nouvelle  efpece  de  nombres, 
qu'on  nomme  nombres  négatifs,  parce  que 
5—9=— 4- 

210. 

Quand  plufieurs  nombres  qui  doivent 
être  ajoutés  enfemble  font  égaux  entr'eux  , 
leur  fomme  fe  trouve  par  la  multiplication , 
&  fe  nomme  un  produit.  Ainfi  ab  fignifie 
le  produit  qui  provient  de  la  multiplication 
de  a  par  ^,  ou  bien  de  ce  qu'on  a  ajouré 
enfemble  un  nombre  a  de  nombres  b.  Si 
nous  indiquons  à  préfent  ce  produit  par  la 
lettre  c,  nous  aurons  ab:=LC  ;  &  la  mul- 
tiplication nous   apprend   comment  ,   les 
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nombres  a  &c  b  étant  connus ,   Ton  doit 
déterminer  par- là  le  nombre  c. 

211. 

Propofons-nous  maintenant  la  queïlion 
fuivante  :  Les  nombres  a  &  c  étant  connus , 
trouver  le  nombre  b.  Soit  ,  par  exemple , 
a^=.l  &c=i5,de  façon  que  3^  :i=:  i  5  , 
&  qu'on  demande  par  quel  nombre  il  faut 
multiplier  3  ,  pour  qu'il  nous  vienne  1 5  y 
c'eft  à  quoi  revient  la  queftion  propofée. 
Or  c'eft  ici  le  cas  de  la  divifion  ;  le  nombre 
qu'on  demande  fe  trouve  en  divifant  ij 
par  3  ,  &  en  général  le  nombre  b  fe  trouve 
donc  en  divifant  c  par  a  y  d'où  il  réfulte 
par  conféquent  l'équation  bznz'-. 

ÏI2. 

Or  ,  comme  il  arrive  fouvent  que  le 
nombre  c  ne  peut  être  divifé  réellement 
par  le  nombre  ^  >  &  que  cependant  la 
lettre  b  doit  avoir  une  valeur  déterminée , 
il  fe  préfente  encore  une  nouvelle  efpece 
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de  nombres  5  ce  font  les  fraélîons.  Par 
exemple  ,  en  fuppofant  ^=4 ,  c=:3  ,  de 
façon  que  4^:^=3  ,  on  voit  bien  que  b  ne 
fauroit  être  un  nombre  entier ,  mais  que 
ce  fera  une  fraftion ,  &  qu'on  aura  ^=^. 

213. 

Nous  avons  vu  que  la  multiplication 
provient  de  l'addition  ,  c'eft-à-dire,  de  ce 
qu'on  ajoute  enfemble  plufieurs  quantités 
égales.  Si  nous  allons  à  préfent  plus  loin , 
nous  voyons  que  c'eft  à  la  multiplication 
de  plufieurs  quantités  égales  entr'elles  que 
les  puiflances  doivent  leur  origine.  Ces 
puiffai]ces  fe  repréfentent  d'une  manière 
générale  par  la  formule  a!" ,  par  laquelle  on 
entend  que  le  nombre  a  doit  être  multiplié 
autant  de  fois  par  lui  même  que  le  nombre 
^l'indique.  Et  l'on  fait ,  par  ce  qui  a  pré- 
cédé ,  qu'ici  a  eft  ce  qu'on  nomme  la  racine , 
h  l'expofant ,  &  aMa  puifTance. 
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214. 

Si  nous  Indiquons  maintenant  cette  puif- 
fance  même  par  la  lettre  c  ,  nous  avons 
a*z=c,  une  équation  par  conféquent  dans 
laquelle  fe  préfentent  trois  lettres  a  ,  b  ^  c. 
Or  on  montre  dans  la  théorie  des  puif- 
fances ,  comment  une  racine  a  avec  l'ex- 
pofant  h  étant  donnés ,  on  doit  trouver  la 
puiiTance  elle-même,  c  eit-à-dire,  la  lettre  c. 
Soit,  par  exemple,  <^^=5,  &  ^-=3,  en 
forte  que  c^=zy  \  on  voit  qu'il  faut  prendre 
la  troifieme  puifTance  de  5  ,  qui  eft  1Z5  » 
&  qu'ainfi  cz;^  125. 

215. 

On  a  vu  comment  ,  par  le  moyen  de 
la  racine  a  Se  de  Texpoiant  h  ,  on  doit  dé- 
terminer la  puiffance  c  ;  mais  fi  l'on  veut 
à  préfent  changer  ou  renverfer  la  queftion  , 
comme  on  a  déjà  fait ,  on  verra  que  cela 
peut  fe  faire  de  deux  manières ,  &  qu'on 
a  deux  cas  différens  à  conudérer.  En  effet 
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fi  5  deux  de  ces  trois  nombres  a  ^b  ^  c  étant 
donnés  ,  il  s'agit  de  trouver  le  troifieme , 
on  voit  auffi-tôt  que  cette  queftion  ad- 
met trois  fuppofitions  différentes  ,  &  par 
conféquent  trois  folutions.  Nous  venons  de 
confidérer  le  cas  où  a  &  ^  étoient  les  don- 
nées ,  nous  pouvons  donc  fuppofer  encore 
que  c  &  a ,  ou  bien  que  cèih  foient  connus  y 
&  qu'il  faille  déterminer  la  troifieme  lettre* 
Remarquons  donc  ,  avant  que  d'aller  plus 
loin ,  une  différence  affez  effentielle  entre 
l'élévation  des  puiffances  &  les  deux  opé- 
rations qui  conduifent  à  celle-là.  Lorfque 
dans  l'addition  nous  avons  renverfé  la 
queftion ,  nous  n'avons  pu  le  faire  que  d'une 
feule  manière  ;  il  étoit  indifférent  de  prendre 
c^a  oMcèi  b  pour  données  ,  parce  qu'il 
eft  indifférent  d'écrire  a-\-b  ou  d'écrire 
b-\-a.  Il  en  étoit  de  même  de  la  multipli- 
cation 5  on  pouvoir  pareillement  prendre 
les  lettres  a&L  b  l'une  pour  l'autre  ,  l'équa- 
tion abz^c  étant  exaftement  la  même- que 
lazzzc. 
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Dan?  le  calcul  des  puiflances ,  au  con- 
traire la  même  chofe  n'a  pas  lieu ,  &  on 
ne  peut  point  du  tout  écrire  h'^  au  lieu  de 
û*.  Un  feul  exemple  fuffit  pour  s'en  con- 
vaincre :   Soit  azzz^  ^    &    /^^=3  ;    on  a 

Û*i=:j5z=z:l2  5.    Mais  /'''=::  5 '1^243   :    ^^^^ 

réfulrats  très-différens. 

Il  eft  donc  clair  qu'on  peut  réellement 
fe  propofer  encore  deux  queftions  :  l'une  , 
de  trouver  la  racine  a  par  le  moyen  de 
la  puiflance  donnée  c  ,  &  de  l'expofant  b. 
L'autre ,  de  trouver  l'expofant  h ,  en  fuppo- 
iant  connues  la  puiffance  c  &  la  racine  a. 

217. 

On  peut  dire  que  la  première  de  ces 
queftions  a  été  rélblue  dans  le  chapitre  de 
l'extraftion  des  racines.  Car,  par  exemple, 
fî  hz=z  t  &  que  à'zi^c  ,  nous  lavons  que 
cela  fignifie  que  a  eft  un  nombre  tel  que 
fon  quarre  foit  égal  à  ç  ,  &  par  conféqjent 
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que  a:=i^ c.  De  même,  fi  b=:i  &  a}z=ic ^ 
on  fait  qu'il  faut  que  le  cube  de  a  foit  égal 
au  nombre  donné  c  ,  &  conféquemment 

que  a=iyc.  Il  eft  donc  aifé  de  conclure 
généralement  de  là  comment  on  doit  déter- 
miner la  lettre  a  par  le  moyen  des  lettres 

cècb  :ï\  faut  néceflairement  que  a=:y  c. 

218. 

Nous  avons  aufE  déjà  fait  remarquer  la 
conféquence  qui  s'enfuit  du  cas  très-fréquent 
où  le  nombre  donné  c  n'eft  pas  réellement 
une  puiffance  ;  favoir ,  qu'alors  la  racine 
cherchée  a  ne  peut  s'exprimer  ni  par  des 
nombres  entiers  y  ni  par  des  fraftions.  Et 
comme  cette  racine  doit  avoir  cependant 
néceflairement  une  valeur  déterminée  ,  la 
même  remarque  nous  a  conduits  à  une 
nouvelle  efpece  de  nombres  que  nous  avons 
dit  qu'on  nommoit  nomhits  fourds  ou  irra- 
tionnels y  &  que  nous  avons  vus  fe  divifer 
en  une  infinité  d'e-^peces  à  caufe  de  la 
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grande ^ivedî té  des  racines.  Enfin  la  même 
confidération  nous  a  appris  à  connoitre 
Tefpece  particulière  de  nombres ,  qu'on  a 
nommée  nombres  imaorinaires. 

219. 

Il  nous  refte  à  confidérer  la  féconde 
queftion,  quiétoit  de  déterminer  rexpofanr 
par  le  moyen  de  la  puiflance  c  &  de  la 
racine  a  ,  toutes  deux  connues.  Cette  quef- 
tion,  qui  ne  s'étoit  pas  encore  préfentée , 
nous  conduira  à  l'importante  théorie  des 
Logarithmes ,  dont  l'ufage  ell  fi  étendu  dans 
toutes  les  Mathématiques  ,  qu'il  y  a  peu  de 
long  calcul  dont  on  puiffe  venir  à  bout  fans 
fon  fecours.  On  verra  dans  le  chapitre 
fuivant  ,  pour  lequel  nous  réfervons  cette 
théorie  ,  qu'elle  nous  fait  parvenir  à  une 
efpece  de  nombres  encore  tout-a-fait  nou- 
velle ,  &  qu'on  ne  peut  pas  même  compter 
parmi  les  nombres  irrationnels  dont  nous 
avons  parlé. 
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CHAPITRE     XXI. 

Des  Logarithmes  en  général. 

220. 

r,N  reprenant  l'équation  a^=c  ,   nous 
commencerons  par  remarquer  que  dans  la 
doftrine  des  logarithmes  on  adopte  pour 
la  racine  a  un  certain  nombre  pris  à  vo- 
lonté ,  &  qu'on  fuppofe  que  cette  racine 
conferve  invariablement  la  valeur  adoptée. 
Cela  pofé ,  on  prend  l'expofant  h  tel ,  que 
la  puiffance  a^  devienne  égale  à  un  nom- 
bre donné  c  ,  &  c  eft  alors  cet  expofant  b 
qu'on  dit  être  le  logarithme  du  nombre  c. 
Nous  nous  fervirons ,  pour  exprimer  cette 
fignification  ,  de  la  lettre  L.  ou  des  lettres 
initiales  log.   Ainfi  en  écrivant  /^=Lc, 
ou  b=:zlog.  c ,  on  indique  que  h  eft  égale 
au  logarithme  du  nombre  c  ,  ou  bien  que 
le  logarithme  de  c  eft  b. 

221. 
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♦  221. 

On  voit  donc  que  la  valeur  de  la 
racine  a  une  fois  établie  ,  le  logarithme 
d'un  nombre  quelconque  c  n'eft  autre  chofe 
que  Texpofant  de  la  puiffance  de  a ,  qui 
eft  égale  à  c.  C'ejd  ainfi  que  c  étant :=  a*,  b 
eft  le  logarithme  de  la  puiffance  a^  Si  Ton 
fuppofe  à  préfent  que  ^zz=i  ,  on  a  i  pour 
le  logarithme  de  a' ,  &  par  conféquent 
'L,az=^i.  Si  l'on  fuppofe  ^==1:2  ,  on  a  2  pour 
le  logarithme  de  a"  j  c'eft-à-dire,  L.  a' 11=2. 
On  peut  obtenir  de  la  même  manière  , 
L.a^zi=3  ;  L.a*:=;4j  L.a':=5  ,  &  ainfi 
de  fuite. 

222. 

Si  Ton  fait  bz^zo  ,  on  voit  que  o  fera  le 
logarithme  de  a""  :  or  a^zzi:  i  ;  par  confé- 
quent L.i:=:o  ,  quelque  valeur  qu'on  donne 
à  la  racine  a. 

Que  il  l'on  fuppofe  <^=  —  i  ,  ce  fera 
—  I  qui  fera  le  logarithme  de  a~\  Or 
Tome  I.  L 
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a~"^-'^  on  a  donc  L.  ^zzz — i.  On  aura 


pareillement  L.^znz  —  2j  L.^:=  —  -> 


L^— —  4,  &c. 

223. 

11  eft  donc  évident  comment  on  peut 
indiquer  les  logarithmes  de  toutes  les  puil- 
fances  de  la  racine  a  ,  &  même  ceux  de 
fraftions  qui  ont  pour  numérateur  l'uniré, 
&  pour  dénominateur  une  puifiance  de  a. 
On  voit  auffi  que  dans  tous  ces  cas  les 
logarithmes  font  des  nombres  entiers  j  mais 
il  faut  obferver  que  fi  b  étoit  une  fraction, 
elle  feroit  le  logarithme  d'un  nombre  irra- 
tionnel. Car  fi  l'on  fuppofe  ,  par  exem- 
ple ,  /^=:  7  ,  il  fuit  que  \  efl:  le  logarithme 
de  ai  ou  de  y  a  ;  par  conféquent  on  a 
L.  \/a  —  ~.  On  trouvera  de  mêmeL.\/a=j; 
L.y  aziz^ ,  &:c. 
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*  224. 

Mais  s'il  s'agit  de  trouver  le  logarithme 
d'un  autre  nombre  c  ,  on  voit  ailement  qu'il 
ne  peut  être  ni  un  nombre  entier ,  ni  une 
fraction.  Cependant  .il  faut  qu'il  exifte  un 
expofant  h  ^  tel  que  la  puiffance  ce  devienne 
égale  au  nombre  propofé  :  on  a  donc  ^:=Lc« 
Donc  généralement  a^-^mzc. 

225. 

Confidérons  à  prélént  un  autre  nombre  ^, 
dont  le  logarithme  ait  été  indiqué  d'une 
manière  femblable  par  L.^y  de  façon- .^ujp 
c^'^^^d.  Si  nous  muhiplions  cette  formule 
par  la  précédente  a^-^ii:=c  ^  nous  aurons 
^L.c-L.i__.^^^.  Qj.  l'expofant  eft  toujours  le 
logarithme  de  la  puiffance  ,  par  confé- 
quent  L.c-j-L.tt^L.cc/,  ^-^ 

Que  fi  au  lieu  de  multiplier  nous  divî- 
fions  la  première  formule  par  la  féconde  , 
nous  obtiendrions  a^'-^''^=|  ^  &  par  con- 
féquent  Le — L.c/=L.^. 

L  2 
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226. 

C  eft  ainfi  que  nous  avons  été  conduits 
à  la  découverte  des  deux  principales 
propriétés  des  logarithmes  ,  qui  confîftent 
dans  les  équations  'L.c-\-h.d:=^L.cd  ^  & 
L.C  —  L.^=:L.^.  La  première  de  ces 
équations  nous  apprend  que  le  logarithme 
d'un  produit  5  comme  cd  ^  fe  trouve  en 
ajoutant  enfemble  les  logarithmes  des  fac- 
teurs. La  féconde  nous  indique  la  pro- 
priété 5  que  le  logarithme  d'une  fraftion 
peut  fe  déterminer  en  fouftrayant  le  loga- 
rithme du  dénominateur  de  celui  du  nu- 
mérateur. 

227. 

Il  s'enfuit  donc  de  là ,  que  quand  il  s'agit 
de  multiplier  ou  de  divifer  deux  nombres 
l'un  par  l'autre,  on  n'a  befoin  que  d'ajou- 
,ter  ou  de  fouftraire  leurs  logarithmes.  Et 
c'eft  là  précifément  en  quoi  confifte  l'uti- 
lité infigne  des  logarithmes  dans  le  calcul. 
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Car  qui  ne  voit  qu'il  eft  incomparablement 
plus  aifé  d'ajouter  ou  de  Ibuftraire  des  nom- 
bres ,  que  d'en  multiplier  ou  d'en  divifer , 
fur-tout  quand  la  queilion  roule  fur  de 
grands  nombres. 

228. 

Les  logarithmes  offrent  des  avantages 
encore  plus  grands ,  dans  le  calcul  des 
puiiîlmces  &  dans  l'extraftion  des  racines. 
Car  11  ch^c ,  o\\  a  par  la  première  pro- 
priété L.c-[-Lciii::L.cc  ;  par  conféquent 
L.  c  c  =^  2  L.  c.  On  obtient  pareillement 
L.c^zzz3L.c  i  L,c^::=4L.c  y  &:  en  général 

Si  Ton  fublHtue  maintenant  à  n  des  nom- 
bres rompus ,  on  aura ,  par  exemple ,  L.c^ , 
c'efl-à-dire  ,  \^.y/  c^~\.,c.. 

Enfin ,  il  l'on  fuppofe  que  n  repréfente 
des  nombres  négatifs,  on  aura  L.c"'  ou 
\.,-^=. — L.c;  L,j~'  ou  L.^^= — iL.c, 
&  ainfi  de  fuite.  Cela  fuit  non-feulement 
de  l'équation  L.c"  =  72 L.c,  mais  auiu  de 

L  3 
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ce   que  ,    comme   nous  lavons  vu  plus 
haut  ,  L.i:=o. 

229. 

Si  l'on  a  donc  des  tables  dans  lefquelles 
les  logarithmes  fe  trouvent  calculés  pour 
tous  les  nombres ,  on  a,  comme  l'on  voit, 
un  puiflant  fecours  pour  venir  facilement 
a  bout  de  calculs  très-proKxes ,  qui  exi- 
geroient  beaucoup  de  multipUcations ,  de 
divifions ,  d'élévations  de  puiflances  &  d'ex- 
traftionsde  racines.  Car  on  trouveroit  dans 
ces  tables  non-feulement  les  loo;arithnies 
pour  tous  les  nombres  ,  mais  auffi  les  nom- 
bres pour  les  logarithmes.  Par  exemple  , 
s'il  eft  queflion  de  chercher  la  racine  quar- 
rée  du  nombre  c  ,  on  cherche  d'abord  le 
logarithme  de  c  ,  qui  eft  L.c ,  &  prenant 
enfuite  la  moitié  de  ce  logarithme ,  ou  -  L.c, 
on  fait  qu'on  a  le  logarithme  de  la  racine 
quarrée  qu'on  cherche.  On  n'a  donc  qu'à 
voir  dans  les  tables  quel  nombre  répond 
é  ce  logarithme ,  on  eft  affuré  qu'il  exprime 
la  racine  cherchée. 
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^  230. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  les  nom- 
bres 1,2,3,4,5,6,  &c.  c'eft-à-dire  tous 
les  nombres  pofitifs ,  font  des  logarithmes 
de  la  racine  a  Se  de  ks  puiffances  poiitives , 
&  par  conféquent  des  logarithmes  de  nom- 
bres plus  grands  que  l'unité.  Et  au  contraire 
que  les  nombres  négatifs  y  comme  —  i  , 
—  1 ,  &c.  font  les  logarithmes  des  fra£lions 
\ ,  ~  &c.  qui  font  plus  petites  que  l'unité , 
mais  cependant  encore  plus  grandes  que 
rien. 

Il  fuit  de  là  que  fi  le  logarithme  eft  po- 
fitif ,  le  nombre  ell:  toujours  plus  grand  que 
l'unité  ;  mais  que  fi  le  logarithme  ell:  né- 
gatif, le  nombre  eft  toujours  plus  petit  que 
1  ,  &  pourtant  plus  grand  que  zéro.  Par 
conféquent  on  ne  fauroir  indiquer  des  loga- 
rithmes de  nombres  négatifs ,  &  il  faut  en 
conclure  que  les  logarithmes  des  nom.bres 
négatifs  font  împofTibles ,  &  qu'ils  appartien- 
nent à  la  clafTe  des  quantités  imaginaire^ 

L  4 
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231. 

Il  fera  bon  ,  afin  d'éclaircir  tout  cela  en- 
core mieux  ,  d'adopter  un  nombre  déter- 
miné pour  la  racine  a  ,  &  nous  choifirons 
celui-là  même  fur  lequel  on  a  fondé  les 
tables  logarithmiques  ordinaires.  C'eft  le 
nombre  1  o  j  on  lui  a  donné  la  préférence , 
parce  qu'il  fert  déjà  de  bafe  à  toute  notre 
Arithmétique.  Mais  on  voit  facilement  que 
tout  autre  nombre  ,  pourvu  qu'il  fut  plus 
grand  que  l'unité ,  pourroit  fervir  au  même 
ufage.  Quant  à  la  raifon  pourquoi  on  ne 
pourroit  pas  fuppofer  a:=i\  ,  elle  eft  claire  ^ 
toutes  les  puifTances  a!*  feroient  conftam- 
ment  égales  à  l'unité  ,  &  ne  pourroient 
jamais  devenir  égales  à  un  autre  nombre 
donné  c. 
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CHAPITRE     XXII. 

Des  Tables  de  Logarithmes  ujitées. 
232. 

iy  ANS  ces  tables  on  part  de  la  fuppo- 
fition  ,  comme  nous  venons  de  le  dire , 
que  la  racine  a:z=io.  ^^\\\{\  le  logarithme 
d'un  nombre  quelconque  c  eil:  rexpofant 
auquel  il  faut  élever  le  nombre  10^  pour 
qu'il  en  réfulte  une  puifTance  égale  au  nom- 
bre c.  Ou  bien ,  ii  l'on  défigne  le  logarithme 
de  c  par  L.c^  on  aura  toujours  lo^-'z^zc. 

Nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  le 
logarithme  du  nombre  i  eft  toujours  o; 
&  en  effet  on  a  10°=  i  ;  par  conféquent  : 

L.I=Oj  L.10:=l  ;L.I  00:1=2  5  L.1000::3=3  j 

L.i  0000=4  j  L.  100000=)  ;L.ioGccoo=(^* 
De  plus 

T  I       T  I , 
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234. 

Ces  logarithmes  des  nombres  principaux 
fe  déterminent ,  comme  on  voit ,  fans  aucune 
peine.  Mais  il  eft  d'autant  plus  difficile  de 
trouver  les  logarithmes  de  tous  les  autres 
nombres ,  &  cependant  il  eft  nécelTaire 
qu'on  les  infère  dans  les  tables.  Ce  n  eft 
pas  ici  encore  le  lieu  de  donner  toutes  les 
inftruftions  requifes  pour  cette  recherche  , 
nous  nous  contenterons  pour  le  préfent  de 
voir  en  général  ce  qu'elle  exige. 

235. 

D'abord ,  puifque  L.  i  :=  o  &  L.  i  o  =  i , 

il  eft  évident  que  les  logarithmes  de  tous 
les  nombres  entre  1  &  10  doivent  être 
compris  entre  o  &  i  ,  &  être  par  confé- 
quent  plus  grands  que  o  &  plus  petits  que  i. 
Nous  n'avons  qu'à  confidérer  le  feul 
nombre  2  ;  il  eft  certain  que  fon  logarithme 
eft  plus  grand  que  o ,  &  cependant  plus  petit 
que  l'unité  ;  Se  fi  nous  défignons  ce  loga- 
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rithme  par  la  lettre  x  ^  en  forte  que  \.,^:=zx , 
il  feut  que  la  valeur  de  cette  lettre  foit  telle 
qu'on  ait  exaflement   ic'':^:!. 

Il  eft  facile  aufiî  de  fe  convaincre  que  x 
doit  être  beaucoup  plus  petit  que  \  ou  ce 
qui  revient  au  même  ,  que  lo^  eft  plus 
grand  que  2.  Car  fi  nous  prenons  de  part  Se 
d'autre  les  quarrés ,  on  trouve  le  quarre  de 
iG^^rio'  &  celui  de  i^^^Ot'-,  or  ce  dernier 
eft  de  beaucoup  moindre  que  le  premier. 
De  même  ^  eft  encore  une  valeur  trop 
grande  pour  x  ,  c'eft-à-dire  que  i  o^  eft  plus 

grand  que  2.  Car  le  cube  de  lo'^'  eft  10^ 
&  celui  de  2  ne  fait  que  8.  Mais  au 
contraire  en  ne  faifant  x  que  de  ^  on  lui 
donneroit  une  valeur  trop  petite  ,  parce  que 
la  quatrième  puilTance  de  107  étant  10  & 
celle  de  2  étant  lö,  il  eft  clair  que  ici 
eft  moindre  que   2. 

On  voit  que  x  ou  le  L.  2  eft  plus  petit 
que  j  ,  &  cependant  plus  grand  que^.  On 
peut  déterminer  de  la  maême   manière  à 
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l'égard  de  toute  fraftion  contenue  entre 
^&j,  fi  elle  eft  trop  grande  ou  fi  elle  eft 
trop  petite.  En  tentant ,  par  exemple ,  avec 
I ,  qui  eft  une  fraftion  moindre  que  -  ,  & 
plus  grande  que  ^,  il  faudroit  que  lo"", 
OU  10  7  ,  tut=  2  j  ou  bien  que  la  feptieme 
puifTance  de  i07,  c'eft-à-dire  lo'  ou  loo, 
fût  égale  à  la  feptieme  puifTance  de  2  ;  or 
celle-ci  eft  =  128  ,  &  par  conféquent  plus 
grande  que  celle-là.  Nous  concluons  donc 
de  là  que  1  o^  eft  auffi  moindre  que  2  ,  & 
qu'ainfi  -  eft  moindre  que  L.  2  ,  &  que  L.  2 
qui  s'étoit  trouvé  plus  petit  que  ^  eft  ce- 
pendant plus  grand  que  -. 

Efiayons  encore  une  autre  fraftion  qui 
foit  5  en  conféquence  de  ce  que  nous  venons 

de  trouver  ,  comprife  entre  ^  &  j*  Une  telle 
fraftion  eft  ^  ,  &  il  s'agit  donc  de  voir  fi 
,Qr^-__  ^.  ß  cela  eft  5  les  dixièmes  puif- 
fances  de  ces  deux  nombres  font  auffi 
égales  entr'elles  ;  or  la  dixième  puifTance 
de  lü"^«  eft   10^=1000,   &  la  dixième 
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puilTance  de  2  ^Çt—ioi^-,  il  faut  donc 
conclure  que  iot^  n'eft  pas:==2,  que- 
eil  une  fraftion  trop  petite  pour  produire 
cette  égalité  ,  &  que  le  L.  2  ,  quoique  plus 
petit  que  j  eil  cependant  plus  grand  que 

236. 

Cette  confidération  fert  à  nous  faire  voir 
que  L.  2  a  une  grandeur  déterminée,  puif- 
que  nous  favons  que  ce  logarithme  eil  cer- 
tainement plus  grand  que  ^  &  plus  petit 
que  ~.  Nous  ne  pouvons  pas  aller  plus 
loin  pour  le  préfent ,  &  puifque  nous  igno- 
rons encore  la  vraie  valeur  de  ce  loga- 
rithme ,  nous  lïndiquerons  par  x  ,  en  forte 
que  L.  2=rA-y  &  nous  montrerons  com- 
ment, fi  elle  étoit  connue,  on  pourroit  en 
déduire  les  logarithmes  d'une  infinité  d'au- 
tres nombres.  Nous  nous  fervirons  pour 
cet  effet  de  l'équation  rapportée  plus  haut 
L.  c^zr=L.c-|-L.c/,  qui  renferme  la  pro- 
priété ,  que  le  logarithme  d'un  produit  fe 
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trouve  en  ajoutant  enlèmble  les  logarithmes 
des  fafteurs. 

237. 

D'abord ,  comme  L.  z:=zx  ,  &  L.  1 0=1  , 
ttous  aurons  L.20=x-{-*i  ;  L.20o=:x-}-2  j 

L.2000^=:=;t*-|-}  j  L.  20COOzi::=.r-[-4  j 

&  L.  200000 =x-j~  5 ,  &c. 

238. 

Déplus,  comme  L.r=r2L.c&L.c^=5L.c 

&  L.c'^=:4L,c,  &c.  nous  avons 
'L.4=zix;  L.8-=  3 ATy  L.i6=^4x;  L.3  2=5  x; 
'L,64=::z6x  ,  &c.  &  nous  trouvons  par -là 

que 

L.40  =  2A--[-I  ?    L.400=:lX'^l', 
L.4000::i=:2;c-{-}  ',  L.40000:==  2;c~[-4  ,&C. 
L.8o::^3X-j-l  ;   L.8oO=3X-j-2  J 

L.8ooozzr3A:-j-3  j  L.8oooo=3a:-|-4,&c, 

L.  160  ::=:::  4A:'-J-I  ;    L.  1 6oOi::=4X-j- 2  5 

L,  1  6ooo:=4a:-|-3;  L.  1 6oooo=4:»f-|~4>^^» 

239. 

Reprenons  auffi  l'autre  équation  fonda-^ 
mentale ,  L.  j  ;:=  L.  c  —  L.af ,  &  fuppofons 
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c=  10^  &  dziizi  ',  puifque  L.io=:  i   & 

L.  i=:x  ,  nous  aurons  L.  ^""ouL.^^ri x 

&  nous  déduirons  de  là  les  équations  iui- 

vantes  : 

L.  50z^2 — x;  L.  500=:}  — X; 

L.  )  000  :=^  4  —  .V ,  &c. 

L.  25:1:^2  — 2X  y   L.  115^11:5  —  3A  y 

L.6i^  =z^  —  ^x y  &c. 

L-iJO  =  3  —  2^yL.2500=:4  —  IX  ; 

L.  25000  =  5  — 2.r,  &C. 
1.1250  =  4— jATy   L.  125001=:  5— 3^:; 

L.  12500011=6  —  3x,  &c. 
L.625o=5— 4,r;  1.62500=6  — 4A-/ 

1.625000  =  7  — 4^,  &C. 
&  ainiî  de  fuite. 

240. 

Si  Ton  connoifToit  le  logarithme  de  3  , 
ce  feroit  encore  le  moyen  de  déterminer 
un  nombre  jDrodigieux  d'autres  logarithmes. 
Ei;  voici  quelques  preuves  ,  en  fuppofant 
le  L.}  exprimé  par  la  lettre  y. 
L.)o=j-f  i  .  L.3oo=j-}-2  3 

L.30Qg=j'^3^&C. 
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L.9=:2j;    L.  27:^3  j  y    L.8i=4j; 
L.  243  =  ^y  ;  &c. 
On  aura  auffi 

L.  i8;=^x-|-2jy; 
&  L.  1 5  =  L.  3  4-  L.  5  z::=y  +1  —  ^. 

241. 

Nous  avons  vu  plus  haut  que  tous  le3 
nombres  proviennent  de  la  multiplication 
des  nombres  qu'on  nomme  premiers.  Si 
l'on  connoiflbit  donc  feulement  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  premiers  ,  on 
pourroit  trouver  par  de  fimples  additions 
les  logarithmes  de  tous  les  autres  nombres. 
Le  nombre  210,  par  exemple ,  étant  formé 
des  fafteurs  2,3,  5  ,  7  ,  fon  logarithme 
fera  z=i  L.  2  -|-  L.  5  +  L.  5  -[-  L.  7.  Pareille- 
ment,puifque  36o=:2.2.2.3.5.5  =2?  3'.  j, 
ona  L.  360:^=3  L.2-J-2L.3-I-L.  5.  lieft 
donc  clair  que  moyennant  les  logarithmes 
des  nombres  premiers ,  on  peut  déterminer 
ceux  de  tous  les  autres  nombres ,  &  que 

c'eft 
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c'eil  à  déterminer  ceux-là  qu'il  faut  s'atta- 
cher avant  toutes  choies ,  li  Ton  fe  propofe 
de  conftruire  des  tables  de  loo;arithmes. 

CHAPITRE     XXIIL 

De  la  manière  de  représenter  le  s  Logarithmes. 

242. 

i\lou5  avons  vu  que  le  logarithme  de  2 
eft  plus  grand  que  \i  &  plus  petit  que  j  , 
&  que  par  conféquent  l'expoiant  de  10  doit 
tomber  entre  ces  deux  fraftions  ,  pour  que 
la  puiffance  devienne  =2.  Or  quoiqu'on 
fache  cela  ,  quelque  fraftion  cependant 
qu'on  adopte  conformément  à  cette  condi- 
tion ,  la  puiffance  qui  en  reluire  fera  tou^ 
jours  un  nombre  irrationnel ,  plus  grand 
ou  plus  petit  que  2  ;  &  par  conféquent  le 
logarithme  de  2  ne  fauroit  être  exprimé 
par  une  telle  fraftion.  Cela  fait  qu'il  faut 
fe  contenter  de  détermdner  la  valeur  de  ce 
Tome  L  M 
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logarithme  d'une  manière  affez  approchée 
pour  que  l'erreur  devienne  infenîible.  On 
fe  fert  pour  cela  des  j raclions  décimales  ; 
c'efl:  ainfi  qu'on  nomme  des  quantités ,  dont 
la  nature  &  les  propriétés  méritent  d'être 
mifes  dans  tout  le  jour  poffible. 

On  fait  que  dans  la  manière  ordinaire 
d'écrire  les  nombres  avec  le  lècours  des  dix 
chiffres  ou  caraileres 

il  n'y  a  que  le  premier  chiffre  à  droite  qui 
ait  fa  fignification  naturelle  ;  cjue  les  chiffres 
à  la  féconde  place  fignifient  dix  fois  plus 
que  ce  qu'ils  fignifieroient  à  la  première  j 
que  les  chiffres  à  la  troifieme  place  figni- 
fient  cent  fois  davantage  ;-6c  ceux  à  la  qua- 
trième mille  fois  davantage ,  &  ainfi  de 
fuite  ;  c'eft-à-dire  qu'à  mefure  qu'ils  avan- 
cent vers  la  gauche  ils  acquièrent  une  va- 
leur dix  fois  plus  grande  qu'ils  n  avoient  au 
rang  précédent.    C'eft  ainfi   que  dans  le 
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nombrç  1765  le  chiffre  5  ell:  au  premier 
rans;  à  la  droite  ,  &  lignifie  auffi  5  réel- 
lement. Au  fécond  rang  elt  6  ;  mais  ce 
chiffre ,  au  lieu  de  fignifier  6  ,  indique  10, (> 
ou  60.  Le  chiffre  7  eft  au  troilieme  rang  , 
&  iîgnifie  100.7  ou  700.  Enfin  le  i  ,  qui 
eft  au  quatrième  rang ,  lignifie  1000  ;  voilà 
donc  pourquoi  on  prononce  le  nombre  pro- 
pofé  de  cette  manière  , 
Un  mille  (  ou  mïlL  ^  )  fept  cent  ^folxantc 
&   cinq. 

244. 

Puifaue  la  valeur  des  chiffres  devient 
toujours  dix  fois  plus  grande  en  allant  de 
la  droite  vers  la  gauche ,  &  que  par  con- 
féquent  elle  devient  continuellem.ent  dix 
fois  moindre  en  allant  de  la  gauche  vers 
la  droite  ,  on  pourra  en  fe  conformant  à 
cette  loi  avancer  encore  davantage  Ytxs 
la  droite  ,  &  on  obtiendra  des  chiffres  dont 
la  fignification  continuera  de  devenir  dix 
fois  moindre.  Mais  à  quoi  il  faudra  bien 

M  2 
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faire  attention ,  cVft  la  place  où  les  chifFres 
ont  leur  valeur  naturelle  ,  on  l'indique  par 
une  virgule  qu'on  met  après  ce  rang.  Si 
l'on  rencontre  donc  ,  par  exemple ,  le  nom- 
bre 36,54892,  voici  comme  il  faut  l'en- 
tendre :  le  chiffre  6  d'abord  a  fa  valeur 
naturelle  ;  &  le  chiffre  3  ,  qui  eft  au  fécond 
rang ,  fignifie  30.  Mais  le  chiffre  5  qui  vient 
après  la  virgule  ,  ne  fignifie  que  ~-  ;  en- 
fuite  le  4  ne  vaut  que  ■—  j  le  chiffre  8  figni- 
fie 7^  ;  le  chiffre  9  fignifie  ^^  ;  &  le 
chiffre  2,—^.  On  voit  donc  que  plus 
ces  chiffres  avancent  vers  la  droite ,  plus 
leurs  valeurs  diminuent ,  &  qu'à  la  fin  ces 
valeurs  deviennent  fi  petites  ,  qu'on  peut 
avec  raifon  les  regarder  comme  nulles  (*). 

{^)  Les  opérations  de  l'Arithmétique  fe  pratiquent 
fur  les  fra6lions  décimales  de  la  même  manière  que  fur 
les  nombres  entiers  ;  il  y  a  feulement  quelques  précau- 
tions à  prendre  après  l'opération  pour  placer  la  virgule 
qui  fépare  les  nombres  entiers  des  décimales.  On  peut 
confulter  fur  ce  fujet  prefque  tous  les  Traités  d'Arithmé- 
tique. Lorfque  dans  la  multiplication  de  ces  fraclions  le 
multiplicande  &  le  multiplicateur  ont  un  grand  nombre 
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245. 

Voilà  Tefpece  de  nombres  qu'on  nomme 
fraBions  décimales  ,  6c  c'eft  de  cette  ma- 
nière auffi  qu'on  indique  les  logarithmes 
dans  les  tables.  On  y  exprime  ,  par  exem- 
ple, le  logarithme  de  2  par  0,3010300,  où 
nous  voyons  1  ^  que  puifqu'il  y  a  un  o  de- 
vant la  virgule ,  ce  logarithme  ne  feit  pas  un 
entier  ;  2°.  que  fa  valeur  eft  — -l-  —  -j — ^ 

+  i-^  +  I^o+;7^o-{-II^-  On  peut 
remarquer  qu'on  auroit  bien  pu  omettre 
les  deux  derniers  zéros ,  mais  c'eil:  qu'ils 
fervent  à  indiquer  que  le  logarithme  en 
queftion  ne  contient  aucune  de  ces  parties 
qui  ont  ioooooû  &  loooooco  pour  dé- 
nominateur.   On  ne  nie  pas  au  rerte  qu'on 

de  décimales ,  lopération  Te roit  fort  longue  Si  donneroit 
un  réf  iltat  beaucoup  plus  exa6^  qu'on  n'en  a  befoin  com- 
munément ;  mais  on  peut  la  fimpliher  par  une  méthode 
qui  ne  fe  trouve  pas  dans  beaucoup  d'Aateurs  ,  Ôc  que 
M.  Mjrie  a  indiquée  dans  fon  édition  des  Leçons^  de 
Mathématiques  de  M.  de  la  CaïlU  ,  où  il  expl'que  auiîi 
une  méthode  femblable  pour  la  divifion  des  décimales. 

M  5 
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n'eût  pu  trouver  ,  en  continuant  encore , 
des  parties  plus  petites  5  mais  pour  ce  qui 
eft  de  celles  ci  on  les  néglige  à  caufe  de 
leur  extrême  petitefle. 

246- 

Le  logarithme  de  3  fe  trouve  exprimé 
dans  les  tables  par  0,4771213  j  on  voit 
donc  qu'il  ne  contient  point  d'entier  ,  & 
qu'il  eft  compofé  des  fraftions  fuivantes  : 

ÏO    I    ICO    I    ICOO   1   lOOCO    I    lOOOCO   1    lOOCOOO 

-r^ 1 — .  Mais  il  ne  faut  pas  croire  que 

■  I    1 0000000  *■  i. 

de  cette  manière  le  logarithme  foit  afligné 
avec  la  dernière  précilion.  On  peut  feu- 
lement être  certain  que  l'erreur  eft  moin- 
dre que  de  7^^;  il  eft  vrai  d'un  autre 
côté  que  cette  erreur  eft  fi  petite ,  qu'on 
peut  très-bien  la  néghger  dans  la  plupart 
des  calculs. 

Suivant  cette  façon  d'exprimer  les  lo- 
garithmes ,  celui  de   1  doit  être  indiqué 
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par  o^ooooooö,  puiiqu'il  eil  réellement 
nzzo.  Le  logarithme  de  lo  eit  i,coooooo, 
où  l'on  reconnoît  qu'il  eft  exactement  ^^^  i . 
Le  logarithme  de  loo  eil  2,occocoo  ,  ou 
exaftement^m  2.  Et  l'on  peut  en  conclure 
que  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  qui 
font  contenus  entre  lo  &  lOO,  Se  par  con- 
féquent  compoiës  de  deux  chiffres ,  que  ces 
logarithmes,  dis-je  ,  font  compris  entre  i 
&:  I  ,  &  par  conléquent  qu'ils  doivent  s'ex- 
primer par  I  -[-u^efi's^ion  décimale.  C'eft 
ainfî  que  L.  ^o  =  1,6989700  ;  fa  valeur 
ell:   donc   l'unité  ,  &  outre   cela   -  -j-  7^ 

4-^ — l--^ 1 Z_.    On  n'aura   pas  de 

peine  à  remarquer  de  même  que  les  loga- 
rithmes des  nombres  entre  ïoo  &  looo 
s'expriment  par  2  entiers  avec  une  fraftion 
décimale.  Ceux  des  nombres  entre  1000 
&  10000  ,  par  3  ~j-  une  fraction  décimale. 
Ceux  des  nombres  entre  loooo  &  1  00000 
par  4  entiers  joints  à  une  telle  fraftion  , 
ßc  ainfi  de  fuite.  Le  log,  800,  par  exem- 
le  5  eft  =  2,9030900  j  celui  de  2290  eft 
3?5  59835  5?&^c.  M  iv 
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248, 

Les  logarithmes  au  contraire  des  nom- 
bres moindres  que  i  o  ,  ou  qui  ne  s'expri- 
ment que  par  un  feul  chiffre  ,  ne  font  pas 
un  entier ,  &  voilà  pourquoi  on  trouve  un 
o  devant  la  virgule.  Ainli  nous  avons  deux 
parties  à  conlidérer  dans  un  logarithme.  La 
première  eft  celle  qui  précède  la  virgule 
&  qui  indique  les  entiers  quand  il  y  en  a  j 
l'autre  indique  les  fraftions  décimales  qu'il 
faut  ajouter  aux  entiers.  La  partie  première 
ou  entière  d'un  logarithme  ,  qu'on  nomme 
le  plus  fouvent  la  caraclérifiique ,  fe  déter- 
mine facilement  d'après  ce  que  nous  avons 
dit  dans  l'article  précédent.  Elle  eft  o  pour 
tous  les  nombres  qui  n'ont  qu'un  chiffre  j 
elle  eft  i  pour  ceux  qui  en  ont  deux  \  elle 
eft  2  pour  ceux  qui  en  ont  trois  ,  &  en 
général  elle  eft  toujours  d'une  unité  moindre 
que  le  nombre  des  chiffres.  Si  donc  on 
demande  le  logarithme  de  17665  on  fait 
déjà  que  la  première  partie  ,  ou  celle  des 
entiers ,  eft  3  néceffairement. 
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249. 

Ainfi  réciproquement  on  reconnoît  à  la 
première  infpeftion  de  la  première  partie 
d'im  logarithme ,  de  combien  de  chiffres 
eft  compofé  le  nombre  qui  répond  à  ce 
logarithme  ;  puilque  le  nombre  de  ces 
figures  eft  toujours  d'une  unité  plus  grand 
que  la  partie  des  entiers  du  logarithme.  Si 
on  avoir  trouvé ,  par  exemple^  pour  le  loga- 
rithme d'un  nombre  inconnu  6,4771213  , 
on  fauroit  d'abord  que  ce  nombre  doit  être 
de  fept  chiffres ,  &  plus  grand  que  1 000000. 
Et  en  effet  ce  nombre  eft  3000000  ;  car 
log,  3000000  =  L.  3  -{-  L.  1 000000.  Or 
L. 3  =  0,4771213  5  &  L.  1000000  =  6, 
&  la  fomme  de  ces  deux  logarithmes  eft 

250. 
Le  principal  pour  chaque  logarithme  eft 
donc  la  fraction  décimale  qui  fuit  la  vir- 
gule ,  laquelle  même  une  fois  connue  fert 
pour  plufieurs  nombres.  Pour  prouver  ceci. 
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confidérons  le  logarithme  du  nombre  365  : 
fa  première  partie  eft  2  fans  contredit  5 
quant  à  l'autre  ou  la  fraftion  décimale  , 
indiquons-la ,  pour  abréger  ,  par  la  lettre  x. 
Nous  avons  donc  L.  365  =:  2  -j-x.  Or  en 
multipliant  continuellemxent  par  i  o ,  nous 
aurons  L.  3  6  5  0^:=^  3  -j-x  y  L.3  6  5  00  :=4-f-:^  ; 
L.365000=)-[-a:,  &  ainfi  de  fuite.  Mais 
nous  pouvons  auffi  rebroufler  &  divifer 
continuellement  par  10,  cela  nous  don- 
nera   L.  3  6,5  zi::^  I  -[-  ^  ;  L.  3 ,6  5  =  o  -j-  X  ; 

L.o,365i== — i-f-^^*  1-0,030,= — i~\-x  ; 
L. 0,00565= — 3-]-x,&  ainfi  de  fuite. 

251. 

Tous  ces  nombies  donc  qui  proviennent 
des  figures  365  ,  foit  précédées,  foit  fui- 
vies  de  zéros,  ont  toujours  la  même  fi-ac- 
tion  décimale  pour  féconde  partie  du  loga- 
rithme ;  &  toute  la  différence  roule  fur 
le  nombre  entier  qui  efl:  devant  la  virgule , 
lequel  peut  même  ,  comme  nous  avons  vu, 
devenir  négatif,   favoir  quand  le  nombre 


d'  A    L    C    E    B    R    E.  187 

propof?  efl:  plus  petit  que  i.  Or  comme 
les  Calculateurs  ordinaires  ont  de  la  peine 
à  traiter  les  nombres  négatifs  ,  on  a  cou- 
tume dans  ce  cas  d'augmenter  de  10  les 
entiers  du  logarithme  ,  c'eft-à-dire  qu'on 
écrit  10  au  lieu  de  o  devant  la  virgule. 
De  forte  qu'à  la  place  de  — •  i  on  a  9  ; 
au  lieu  de  —  2  on  a  8  ;  au  lieu  de  —  3 
on  a  7 ,  8:c.  Mais  il  ne  faut  jamais  oublier 
alors  que  la  caraftériftique  a  été  prife  de 
dix  unités  trop  grande  ,  &  ne  pas  s'ima- 
giner que  le  nombre  efl:  de  10  ,  ou  9  ou  8 
chiffres.  On  fent  bien  que  fi  dans  le  cas 
dont  nous  parlons ,  cette  caraâ:érifl:ique  efl: 
plus'petite  que  10 ,  on  ne  peut  commencer 
à  écrire  les  chiffres  du  nombre  qu'après 
une  virgule.  Par  exemple,  que  fi  la  carac- 
tériftique  efl:  9  ,  on  doit  commencer  au 
premier  rang  après  une  virgule  ;  que  fi  elle 
efr  8 ,  il  faut  mettre  encore  un  zéro  à  ce 
premier  rang  ,  &  ne  commencer  à  écrire 
les  chiffres  qu'au  fécond  rang.  C'efl:  ainfi 
que  9,5622929  feroit  le   logarithme  de 
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0,365  ,  &  8,5622929  le  log.  de  0,0365. 
Mais  c'eft  dans  les  tables  des  fînus  princi- 
palement qu'on  fait  ufage  de  cette  manière 
d'écrire  les  logarithmes. 

Z52. 

On  trouve  dans  les  tables  ordinaires  les 
décimales  des  logarithmes  pouffées  jufqu'à 
fept  chiffres  ou  figures  ,  dont  la  dernière 
par  conléquent  indique  les  ^^^^^3^  ,  &  on 
eft  sûr  qu'ils  ne  font  jamais  en  défaut  d'une 
telle  petite  partie  entière ,  &  que  l'erreur 
ne  peut  donc  être  d'aucune  importance. 
Il  y  a  cependant  des  calculs  où  l'on  a  befoin 
(d'une  précifion  encore  plus  particulière  ; 
on  fefert  alors  des  grandes  tables  de  Vlacq  , 
où  les  logarithmes  fe  trouvent  calculés  en 
dix  décimales. 

Comme  la  première  partie ,  ou  la  carac- 
tériftique  d'un  logarithme  ,  n'eft  fujette  à 
aucune  difficulté  ,  on   l'indique  rarement 
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dans  les  tables  ;  on  n'y  exprime  que  la 
féconde  partie  ,  ou  les  fept  figures  de  la 
fraftion  décimale.  On  a  des  tables  angloifes 
où  Ton  trouve  les  logarithmes  de  tous  les 
nombres  depuis  i  jufqu'à  100000  ,  &: 
même  ceux  de  nombres  plus  grands ,  parce 
que  de  petites  tables  additionnelles  indi- 
quent ce  qu'il  faut  ajouter  aux  logarithmes^ 
à  raifon  des  chiffres  que  les  nombres  pro- 
pofés  ont  de  plus  que  dans  les  tables.  On 
trouve  ,  par  exemple ,  le  logarithme  de 
379456  facilement,  par  le  moyen  de  celui 
de  37945  &  des  petites  tables  dont  nous 
parlons  (*). 

(*)  Ces  tables  angloifes  font  celles  que  Scherwin  publia 
au  commencement  de  ce  fiecle ,  &  qui  ont  été  réim- 
primées pîufie.irs  fois  ;  on  les  trouve  auîTi  dans  les  tables 
de  Gcrdïmr ,  dont  les  Al^ronomes  fe  fervent  communé- 
ment ,  &  qui  viennent  d'êrre  réimprimées  à  Avignon. 
Il  eft  bon  de  remarquer  à  l'ég  rd  de  ces  tables  ,  que 
comme  les  logarithmes  n'y  font  pouffes  que  jufqu'à  fept 
caraôeres  ,  abftraftion  faite  de  la  carac^ériftique  ,  on  ne 
peut  par  leur  moyen  opérer  avec  une  entière  exa6èitude 
que  fur  des  nombres  qui  n'aient  pas  plus  de  fix  carac- 
tères j  mais  quand  on  emploie  les  grandes  tables  de  P  lacq  , 


\ 
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254. 

On  comprendra  aiiement  par  ce  qui  a 
été  dit ,  comment ,  ayant  trouvé  un  loga- 
rithme ,  on  doit  prendre  dans  les  tables  le 

où  les  logarithmes  font  poufles  jufqu'à  dix  caractères  en 
décimales  ,  on  peut ,  en  prenant  les  parties  proportion- 
nelles ,  opérer  ,  fans  commettre  aucune  erreur  ,  fur  des 
rOmbres  qui  aient  jufqu  a  neuf  carafteres.  La  raifon  de 
ce  que  nous  venons  de  dire  &  les  moyens  de  faire  fervic 
facilement  ces  tables  à  des  opérations  fur  de  plus  grands 
nombres ,  fe  trouvent  très-bien  expliqués  dans  les  £/e?- 
mens  d' Algèbre  de  Saunderson  ,  Liv,  IX  ,  II.«  Part. 

.Ces  tables ,  au  refte  ,  ne  donnent  directement  que  les 
logarithmes  qui  répondent  à  des  nombres  propofés  ,  6c 
lorfqu'on  veut  repafler  des  logarithmes  aux  nombres , 
comme  on  rencontre  rarement  dans  les  tables  le  log.i-^ 
rithme  que  Ton  a  ,  on  eft  obligé  le  plus  fouvent  de 
cberclier  ces  nombres  par  une  méthode  d'interpolation  , 
c'efl-à-dire ,  p^r  une  voie  indire^e.  Pour  fuppléer  à  ce 
défaut  on  a  calculé  en  Angleterre  une  autre  table  ,  qui 
a  été  publiée  à  Londres  en  1742 ,  fous  le  titre  de  T/ie 
Antï- logarithme  Canon  ,  &c.  by  James  DonsoN ,  &  qui 
eft  encore  aflez  peu  connue  ;  on  y  trouve  les  décimales 
des  logarithmes  rangées  par  ordre  depuis  o,cooi  jufqu'à 
1,0000  ,  &  à  côté  les  nombres  correfpondans  poulfcs 
jufqu  a  onze  chiffres  ;  on  y  trouve  auffi  les  parties  pro- 
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nombre ^qui  lui  convient.  Cela  deviendra 
encore  plus  clair  par  un  exemple  :  mul- 
tiplions les  nombres  343  &  2401.  Puil- 
qu  il  faut  ajouter  enfemble  les  logarithmes  ^ 
on  écrira  le  calcul  de  la  taçon  qui  luit  : 
L.    343=2,^5^941 

L.240i;:=3, 3803922 

5,9156^65 

6847 


16. 

Le  nombre  cherché  eft  donc  8235  43« 
Car  la  fomme  eft  le  logarithme  du  pro- 
duit cherché  j  on  voit  par  fa  caraélénflique 

5  que  ce  produit  e(l  compofé  de  fix  chiffres, 

6  ceux-ci  fe  trouvent  par  le  moyen  de 
la  fraftion  décimale  &  de  la  table  ,  être 
823543. 

Comme  c'eft  en  particulier  dans  IVx- 
traftion  des   racines   que   les   logarithmes 

portionnelles  néceiïaires  pour  déterm'ne^  les  nombres 
qui  répondent  aux  logarithmes  intermédiaires  qui  ne  fe 
t/ouvent  pas  dans  la  table. 
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rendent  de  grands  fervices ,  donnons  auffi 
un  exemple  de  la  manière  dont  on  les 
applique  à  cette  partie  du  calcul.  Suppoièz 
qu'il  s'agifTe  d'extraire  la  racine  quarrée  de 
lo.  Vous  divifez  fîmplem.ent  par  2  le  lo- 
garithme de  10  5  qui  eft  i,ocooooo^  le 
quotient  0,5000000  eft  le  logarithme  de  la 
racine  cherchée.  Or  le  nombre  qui  dans 
les  tables  répond  à  ce  logarithme  ,  eft 
3,16228  ,  dont  le  quarre  eft  effeftivement 
égal  à  10  ,  à  un  cent  milHeme  près  dont 
il  eft  plus  grand. 


Section 
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SECTION  SECONDE. 

Des  différentes  Méthodes  de  Calcul 
pour  les  Grandeurs  compofées  ou 
complexes. 


CHAPITRE     PREMIER. 
Dt  l' Addition  des  Quantités  complexes. 

2)6. 

JLiORSQu'oN  a  deux  ou  plufieurs  for- 
mules compofées  de  plufieurs  termes  à 
ajouter  enfemble  ,  on  ne  fait  (buvent  qu'in- 
diquer cette  addition  par  des  fignes ,  en 
mettant  chaque  formule  entre  deux  pa- 
renthefes,  &  en  la  liant  avec  les  autres 
par  le  moyen  du  figne  -j-»  S'il  s'agit ,  par 
exemple ,  d'ajouter  enfemble  les  formules 
Tome  L  N 
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a-\-b~^  c  S^  d  -\-  e  -\-f,    on   indique  la 
ibmme  en  cette  manière  : 

2  57- 

On  fent  bien  que  ce  n'eft  pas  là  effeftuer 
l'addition  ,  que  ce  n'efi:  que  l'indiquer.  Mais 
on  voit  auffi  que  pour  la  faire  réellement 
on  n'a  qu'à  omettre  les  crochets  ;  car  le 
nombre  ^-f- ^  ~j-/ devant  être  ajouté  à 
l'autre  ,  on  fait  que  cela  fe  fait  en  y  joignant 
d'abord  -\-J  y  enfuite  -}-  ^  &  enfuite  -}-  /; 
ce  aui  donne  donc  la  fomme  a-j-^-^-c 

On  fuivroit  la  même  voie  ,  fi  quelques- 
uns  des  termes  étoient  affeftés  du  figne  —  j 
il  faudroit  les  joindre  de  la  même  façon, 
moyennant  le  figne  qui  leur  eft  propre. 

258. 

APlu  de  rendre  ceci  plus  clair  ,  nous 
confidérerons  un  exemple  en  nombres  purs> 
nous  nous  propoferons  d'ajouter  à  la  for- 
mule 12—8  cette  autre  15—6.    Si  nous 


n     A    L    G    E    B    R    E,  19  J 

commençons  donc  par  ajouter  1 5  ,  nous 
aurons  12  —  8-|-i5j  or  c'étoit  ajouter 
trop ,  puifqu'il  ne  falloit  ajouter  que  1 5  — 6y 
&  il  eft  clair  que  c'eft  6  que  nous  avons 
ajouté  de  trop.  Ctons ,  reprenons  donc  ces 
6  en  les  écrivant  avec  leur  ligne  négatif, 
nous  aurons  la  fomme  véritable 

II  — 8  +  M— ^• 
D'où  l'on  voit  que  les  fommes  fe  trou- 
vent en  écrivant  tous  les  termes ,  chacun 
avec  le  figne  qui  lui  ell:  propre. 

259. 

S'il  eft  donc  queftion  d'ajouter  la  for- 
mule i — e  —  fk  la  formule  a  —  h-^c  , 
on  exprimera  la  fomme  ainli  : 

a  —  b-^-c-^-d — e — f, 
en  remarquant  cependant  qu'il  n'importe 
en  rien  dans  quel  ordre  on  écrit  ces  termes. 
On  peut  les  changer  de  place  à  volonté , 
pourvu  qu'on  leur  conferve  leurs  lignes. 
Cette  fomme  pourroit  ,  par  exemple , 
s'écrire  ainfi  : 

c  —  e-\'a — f-^d — 5. 

N   2 
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2ÖO. 

On  voit  affez  que  l'addition  ne  foufFre 
aucune  difficulté  ,  de  quelque  forme  que 
foient  les  termes  à  ajouter.  S'il  falloit  ajouter 
enfem.ble  les  formules  la^  -j-  6  \b  —  4  L.  c 

&   5  y<2  —  7c,  on  écriroit 

foit  dans  cet  ordre  même ,  foit  en  chan- 
geant cet  ordre  des  termes.  La  fomme 
reviendra  toujours  à  cela ,  fi  l'on  ne  change 
pas  les  fîgnes. 

261. 
Mais  il  arrive  fouvent  que  les  fommes 
trouvées  de  cette  manière  peuvent  fe  ré- 
duire confidérablement  :  favoir ,  quand 
deux  ou  plufieurs  termes  fe  détruifent  les 
uns  les  autres.  Par  exemple  ,  fi  l'on  ren- 
contre dans  une  même  fomm.e  les  termes 
J^a  —  a  ou3<2  —  4a-^a;  ou  bien  quand 
on  peut  réduire  deux  ou  plufieurs  termes 
en  un  feul.  Voici  des  exemples  de  cette 
féconde  réduftion  : 
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—  6c-j-ioc=z:-]-4c,- 

ja  —  Sa:^  —  3a  y  —  j  1} -\-  I?  nzz  —  6  i  ; 

—  }c  —  4C  —  —  yc; 

la — 5<2-|-a:i=: — la; — 3/^ — j^-j-i^zm — 6h. 
On  peut  donc  abréger  toutes  les  fois  que 
deux  ou  plufieurs  termes  font  entièrement 
les  mêmes  quant  aux  lettres.  Mais  il  ne 
faut  pas  confondre  ces  cas  avec  ceux-ci 
zaa-^-^a^  ou  ib^'  —  b^ '^  ceux  de  cette 
efpece  ne  fouffrent  point  de  réduction. 

262. 

Confidérons  encore  quelques  exemples 
de  réduftion  ^  le  fuivant  nous  conduira 
d'abord  à  une  vérité  très-utile.  Suppofez  qu'il 
faille  ajouter  enfemble  les  formules  a~\-b 
&  a  —  b  ;  notre  regle  donne  a-^-b-^-a — b  ; 
or  £?-[~ar=i;2a,  &  b — ^=^0  ;  la  fomme 
eft  donc  la  ;  par  conféquent  fi  l'on  ajoute 
enfemble  la  fomme  de  deux  nombres  (^-f"^) 
&  leur  différence  {a—b)^  on  obtient  le 
double  du  plus  grand  de  ces  deux  nombres^ 

M  3 


Î9^  E    L    È    M    E    N.S 

Voici  encore  d'autres  exemples 


ja — ib  —  c 
^b  —  6c-\-a 


4^+3^—7^ 


a'  —  1  aab-^  labb 
■aab-^  labb  —  b^' 


a?  —  'i^aab  -[-  ^abb  —  b^ 


CHAPITRE     IL 

De  la  Soußraclion  des  Quantités  complexes. 

263. 

*!3 1  on  ne  veut  qu'indiquer  la  fouftraftion , 
on  enferme  chaque  formule  entre  deux 
crochets,  en  joignant  par  le  figne— la 
formule  qui  doit  être  fouftraite  à  celle  dont 
il  faut  la  fouftraire. 

En  fouftrayant ,  par  exemple,  la  formule 
^ — ^+/de  la  formule  a  —  b-^-c  y  on  trouve 
le  refte 

&  cette  façon  de  l'indiquer  donne  fuffifam- 
ment  à  connoître  laquelle  des  deux  for- 
mules doit  être  fouftraite  de  l'autre. 
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^  264, 

Mais  quand  on  veut  effeftuer  réellement 
la  fouftraflion ,  il  £iut  oblerver  première- 
ment ,  qu'en  ibuftrayant  d'une  quantité  a 
une  autre  quantité  pohtive  -\-b  ^  on  obtient 
a  —  h.  En  fécond  lieu  ,  qu'en  fouftrayant 
de  a  une  quantité  négative  —  h^  on  ob- 
tient aA^b  y  parce  qu  oter  à  quelqu'un  une 
dette  elV  autant  que  lui  donner  quelque 
choie. 

265. 

Suppofons  maintenant  qu'il  s'agifle  de 
fouftraire  de  la  formule  a  —  c  li  formule 
b—1,  on  otera  d'abord  h^  ce  qui  donne 
a—c—b  :  or  c'étoit  ôter  la  quantité  d  de 
trop ,  puifqu'il  ne  falloir  fouftraire  que  b—J^ 
il  faudra  donc  reilituer  la  valeur  de  d  , 

&  on  aura 

a  —  c  —  b-\--d  ; 

d'où  il  eft  évident  qu'il   faut  changer  les 
lignes  des  termes  de  la  formule  à  fouif  raire , 

N  4 
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&  les  joindre  avec  ces  fignes  contraires  aux 
termes  de  l'autre  formule* 

Il  eil  donc  facile ,  moyennant  cette  regle, 
de  faire  la  fouilraftion ,  puifqu'on  ne  fait 
qu'écrire  ,  telle  qu'elle  eft ,  la  formule  de 
laquelle  il  faut  fouftraire  ,  &  que  l'autre 
sy  joint  fans  autre  changement  que  celui 
des  fignes.  Ceft  ainfi  que  dans  le  premier 
exemple ,  où  il  s'agiffoit  de  fouftraire  de 
a—b-\-c  la  formule  d—e-\-j\  on  obtient 
a  —  h-\-c  —  d-^e—f. 

Un  exemple  en  nombres  rendra  cela 
encore  plus  clair.  Si  on  fouftrait  la  formule 
^~^  +  4de9  —  3-|-2,on  obtient 

9  —  3  +  ^  —  6+2  — 4  =  0, 
cela  eft  évident  j  car  9  —  3  -|-  2  =  8  ;  de 
même  6  — 2+4  =  85  or  8— 8  =  0'. 

267. 

La  fouftraftion  n'étant  donc   fujette   à 
aucune  difficulté,  il  ne  refte  qu'à  f^ire 
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remarquer  que  fi  dans  le  relie  il  fe  trouve 
deux  ou  plulîeurs  termes  tout-à-fait  fem- 
blables  quant  aux  lettres  ,  ce  refte  peut  fe 
réduire  à  une  expreffion  plus  abrégée  , 
fuivant  les  mêmes  règles  que  nous  avons 
données  pour  les  fommes  dans  l'addition. 

268. 

Qu'on  ait  à  fouftraire  de  a-\-b  ,  ou  de 
la  fomme  de  deux  quantités  ,  leur  différence 
a — b  ,  on  aura  d'abord  a-^b  —  a-^-b  ^  or 
^ — ^^^==^0  8c  b^-bz=ib  ;  le  refte  cherché 
eft  donc  ib  ,  c'eft-à-dire  le  double  de  la 
plus  petite  des  deux  quantités. 

269. 

Les  exemples  fuivans  tiendront  lieu 
d'éclairciffemens  ultérieurs  : 


aa-^ab-^bb    ^a — 4^4- ce 
ib-^4C — 6a 

9  a — ÖÄ-J-C. 


bb-^ab — aa 
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a? —  \aab-^  ^abb — b* 
6aab-\-  ib\ 

y  a  -{-  2  \/b 
y  a —  ^  yb 

+  5  A 


CHAPITRE     II L 

De    la    multiplication    des    Quantités 
complexes» 

270. 

i^ORSQu'iL  n'efi:  queftion  que  d'indiquer 
iîmplement  une  teile  multiplication  ,  on 
met  entre  deux  crochets  chacune  des  for- 
mules qui  doivent  être  multipliées  enfem- 
ble  ,  &  on  les  joint  les  unes  aux  autres  , 
quelquefois  fans  aucun  figne  ,  quelquefois 
en  mettant  un  point  ou  le  ligne  x  entre 
deux.  Par  exempl.  pour  indiquer  le  produit 
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des  deux* formules  a — h-\-c^d — e-A-f 
mukipliées  Tune  par  l'autre ,  on  écrit 

{a—b^c) .  (^/-^e+Z)  ou  {a—b-\.c)  X  {d-^e+f). 

On  fe  fert  beaucoup  de  cette  façon  d'in- 
diquer les  produits ,  parce  qu'elle  donne 
à  connoître  fur  le  champ  de  quels  fafteurs 
ils  font  compofés. 

271. 

Mais  pour  montrer  comment  on  doit  s'y 
prendre  pour  faire  une  multiplication  ef- 
fective ,  nous  remarquerons  d'abord  que 
pour  multiplier ,  par  exemple ,  une  form.ule 
comme  0:  — /^-[-c  par  2 ,  on  en  multiplie 
chaque  terme  féparément  par  ce  nombre , 
de  forte  qu'on  obtient 

Or  la  même  chofç  a  lieu  pour  tous  les 
autres  nombres.  Si  c'étoit  par  d  qu'il  fallût 
multiplier  la  même  formule  ,  on  obtien- 
droit 

ad — td-^cd. 
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272. 

Nous  avons  fuppofé  tout-à-l'heiire  que 
d  étoit  un  nombre  pofitif  ^  mais  fi  c'eft  par 
un  nombre  négatif  comme  —  e  ,  que  la 
multiplication  doit  Te  faire ,  il  faut  fe  rap- 
peler la  regle  que  nous  avons  donnée  plus 
haut,  que  deux  fignes  contraires  multipliés 
enfemble  font  — ,  &  que  deux  fignes  égaux 
donnent  -{-.  On  aura  donc  : 
—  ae  -^he  —  ce. 

273. 

Pour  faire  voir  à  préfent  comment  une 
formule ,  comme  A  ^  qu'elle  foit  fimple  ou 
complexe ,  doit  être  multipliée  par  une 
formule  complexe  d — e  ;  nous  confidére- 
rons  d'abord  un  exemple  en  nombres  or- 
dinaires ,  en  fuppofant  que  A  doive  être 
multiplié  par  7 —  3,  Or  il  efl:  évident  que 
c'eft  ici  le  quadruple  de  A  qu'on  demande  j 
car  fi  l'on  prend  d'abord  A  fept  fois  ,  il  fau- 
dra fouftraire  enfuite  J  pris  trois  fois. 
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En  général  donc  s'il  s'agit  de  multiplier 
p3r  d —  e  y  on  multipliera  la  formule  A 
d'abord  par  d  &  enluite  par  e  ^  &  on  fouf- 
traira  ce  dernier  produit  du  premier  j  d'où 
réiiilte  dA  —  tA. 

Suppofons  maintenant  A^:=a — b ,  &  que 
c'eft  cette  quantité  ci  qu'il  faut  multiplier 
par  d — e  i  nous  aurons 

dA=ad—hd 

eAz=zae  — be  ; 


doncleprod.  cherc.=^a^ — bd — ae-^-be. 

274. 

Puifque  nous  connoiflbns  donc  le  pro- 
duit {a  —  b),{ d —  e ) ,  «!k  que  nous  n'avons 
pas  lieu  de  douter  de  fa  jufteffe  ,  nous  nous 
remettrons  le  même  exem.ple  de  multipli- 
cation fous  les  yeux  ,  fous  la  forme  que. 
voici  : 

a—b 

d—e 


ad^^bd—^ae-^-be^ 
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11  nous  fait  voir  qu'il  faut  multiplier  chaque 
terme  de  la  formule  fupérieure  par  chaque 
terme  de  la  formule  inférieure ,  &  que  pour 
ce  qui  regarde  les  fignes  il  faut  obferver 
ftriftement  la  regle  donnée  plus  haut ,  regle 
qui  fe  Gonfirmeroit  par-là  entièrement ,  fi 
elle  avoit  pu  être  révoquée  en  doute  le 
moins  du  monde. 

275. 

Il  fera  facile ,  d'après  cette  regle  ,  de 
calculer  l'exemple  fuivant ,  qui  eft  de  mul- 
tiplier a  4-^  par  a  —  b: 

a-^b 
a  —  b 


aa-^ab 

—  ab—bb 


le  produit  fera  =  fla  —  bb. 

276. 

On  fait  qu'on  peut  fubffituer  pour  a^b 
des  nombres  déterminés  à  volonté;  ainfi 
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Texemple  que  nous  venons  de  donner , 
renferme  le  principe  que  ^oici  :  le  produit 
de  la  fomme  de  deux  nombres  multipliée 
par  leur  différence  elT:  égal  à  la  différence 
des  quarrés  'de  ces  nombres.  On  peut  ex- 
primer cette  vérité  en  cette  manière  : 

(  a-j-^  )  X  (  a — b  )z=aa  —  èb. 
Et  on  en  conclut  cette  autre  vérité  :  que 
la  différence  de  deux  nombres  quarrés  eft 
toujours  un  produit  ,  &  divifîble  tant  par 
la  Ibmme  que  par  la  différence  des  racines 
de  ces  deux  quarrés  j  &  que  par  confé- 
quem  la  d.fférence  de  deux  quarrés  ne 
peut  jamais  être  un  nombre  premier. 

277. 

Calculons  encore  quelques  autres  exem- 
ples : 
I.)   la — 3  IL)  4aa — 6a-^() 

laa — 3a  8a' — ,  laa-^i'^ci 

-j-4a — 6  -]^\iaa — i8a-[-i7 

zaa-j-  a — 6.  î5a--i-27. 
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IlL)    ^aa —    lab  — hb 
la —   4b 


6a^ —  4aab — labb 

—  I  zaab-\-^abh-\- ^b^ 

6a' —  1 6aab-\-6ai?b-^4bK 


IV.)  aa^Kib  +2^/7 

aa — lab  -\-ibb  ' 

à^-^ia'b-^zaabb 
' — la'b — ^aabb — 4^^^ 

'\'%aabbA^4ab^'  -\-ab* 


a'-^4b\ 


V.)  laa — jab    — ^bb 
'^aa — zab    -^bb 


éa'^ — ça'^b  — i  laabb 

— 4a' b  -^ôaabb-^Sab' 

-^laabb — ^ab"^ — 4b* 

6a^ — 1  ^d^b — 4aabb'\'^ab^'- — 4^*. 

VI.) 
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aa-\-hb  -{-cc—ab—ac—hc 


flî  -\'abb-\-acc — aab — aac-^ahc 

—abb — acc-^aab-{'aac—abc     -^-b^  +bcc — bbc 

— abc  —bcc-\'bbc-^c^' 

278. 

Lorfqu'on  a  plus  de  deux  formules  à 
multiplier  enfemble  ,  on  comprendra  fans 
doute  qu'après  en  avoir  multiplié  deux  l'une 
par  l'autre  ,  il  faut  enfuite  multiplier  ce 
produit  par  une  de  celles  qui  reftenr  ,  & 
ainfi'de  fuite  ;  &  qu'il  eft  indifférent  quel- 
ordre  on  fuive  dans  ces  multiplications. 
Qu'on  fe  propofe  ,  par  exemple  ^,  de  trou- 
ver la  valeur  du  produit  iùivant  compofé 
de  quatre  faâeiïrs  :       ''^'  ' '• 

I.  IL  IIL  IV. 

(o^-^)  {aa-r^-ah-^^bb)  {a—b)  {aa—ab\bb)  ^ 
Tome    L  O 
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on  multipliera  d'abord  les  fafteurs  I  &  II  : 
I.    a+^ 


I.  II.  a  ^  -^iaab-\-iabb'\-b\ 
Après  cela  on  multipliera  les  fafteurs 
III  &  IV  : 

lY.aa—ab-^bb 
III.    a—b 


■aab-^abb 
-aab-\-abb — b^ 


m.  IV.  a>—iaab^iabb—b\ 
Il  refte  donc  à  multiplier  le  premier  pro- 
duit I ,  II ,  par  ce  fécond  produit  III ,  IV  : 

«3  +  zaah+^abb+b ^    LU. 
a'^—iaab+labb-^b^    III.  IV. 

a^  +  za'b+ia^bb-^aH'^ 

^ia^b-^4a^bb^4a^^-'XaaI>* 

'^la^bb+z^a^b^  +4aab*  +  2ab^ 

-~a^  b^  ~2aab^—iab^-Jib' 

Et  ceci  eft  le  produit  cherché» 


I 


j 
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279. 

Reprenons  le  même  exemple,  mais  chan- 
geons-en Tordre  ,  en  multipliant  d'abord 
les  formules  I  &  III ,  &  eniuite  les  for- 
mules II  &  IV  : 

I.     a-^b 
IIL     a—b 


aa^ab 

^ab—bb 

I.  III.  ii=;aa — bb. 


II.  aa-\-ab  ^bb 
IV.  aa—ab  ^bb 

a^-^a'  b-^aabb 
—  a  '  b — aabb — ah  ^ 

•^aabb^ab'-^b"^ 


ILIV,  =  a^  +  cza^^+3^ 


O   2 
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Multipliant  enfin  ces  deux  produits  I,  III 
&1I,.1V: 

II.  IV.  — a*+^a^^+^^ 
I.  Ill.i=âa— ^^^ 


— a'bb—aab' — h^ 

on  a  'a^—Th\y 
CTui  efl:  le  prodiiîrcherché, 

280. 

Nous  fêtons  ce' calcul  encore  dans  un 
autre  ordre  ,  en"  multipliant  d'abord  la  1/^ 
formule  par  la  IV.*,  .&  enfuite  la  11.^  par 

la  ill.^  ^^c  ': 

IV.  aa-^^qh  -^hh 

t.!^    .     .  ^ ^ 

_._  a]—aab-^abb 


LIV.=a^4^\ 
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II.   ^a^al^^l^l^ 

III.    ^— i5 


— aah — ahl^==-P^ 

Il  refte  à  multiplier  les  produits  I ,  IV. 
&  II ,  lïl. 

l.iy,^a?+3' 

II.III.=a'— é' 


r 


"iU\yA:i\\  .'-jj    jîJ 


^6       I  3/;3 


&  Ton  .trouve  encore  \a^:rrT^i>\ 

281., 

'  II  eft  à'propos  d'éclaîrcir  cet  exemple 
par  lihç  ^^pplication  '  numérique.  'Faifbnsf 
az:=3  "&  i^zz^i ,   nous  aurons  a-\-bz=:;^  8t 

'a'-^b=i\  de  pluS,^J=:::=9  ,'aS:=:z6  ^bhz=.âf\ 
Donc  aa-^à/5-[-^^^i9  &  aa—ab^bb^nnj. 
Donc  on  demande  le 'produit  de  5. 19.  i.  7  j 
qui  eft^oè"). 

.  o  3  • 
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Or  a^=z=729  &  b^z=,6^,  par  confé- 
quent  le  produit  cherché  a^ — b^z=:z66'^  , 
comme  nous  venons  de  le  dire. 

*^-^^  I, 

CHAPITRE     IV. 

De  la  Divißon  des  Quantités   complexes, 

282. 

V^UAND  on  ne  veut  qu'indiquer  la 
divifion ,  on  fe  fert  ou  de  la  marque  ordi- 
naire des  fraftions ,  qui  eft  d'écrire  le 
dénominateur  fous  le  numérateur ,  &  en 
les  réparant  par  un  trait  j  ou  bien  de  deux 
crochets  qui  renferment  chaque  formule , 
^  en  mettant  deux  points  entre  k  divi- 
feur  &  le  dividende.  S'il  eft  queftion  ,  par 
exemple  5  de  divifer  ^^-j-/?»  par  c-^d,  on 
indique  le  quotient  ainfi  ,  ^  ,  fuivant  la 
première  manière  ^  &  de  cette  façon , 
(  a-\-l?  )  :  (  c-j-û?)  ,  fuivant  la  féconde.  L'une 
&  l'autre  expreffion  fe  prononce  a+^ 
dlvifé  far  c-j-^. 
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283. 

S'il  s'ao-it  de  divifer  une  formule  com- 
polëe  par  une  formule  fimple ,  on  divife 
chaque  terme  féparément.  Par  exemple  : 
6a — 8Ä-|-4C  divifé  par  2  fait  3a — j^b-^ic  ; 
&  {aa — lab):  (a):=za  —  iL  De  même 
(a^  —  laab-^-^abl?)  :  {a)i:^aa — lab-^^èb^ 

&c. 

284. 

S'il  arrive  qu'un  des  termes  du  dividende 
ne  foit  pas  diviiible  par  le  divifeur ,  on  in- 
dique le  quotient  par  une  fraftion,  comme 
dans  la  divifion  de  a-j-^  par  a ,  qui  donne 
I  -[- j-  De  même 
{aa  —  ab-{-bb):{aa)=:z\—\-\^^-±. 

Par  la  même  raifon ,  fi  Ton  divife  2a-|-/5 
par  2,  on  obtient  a-|-r>  &  ^^  P^^^  ^^* 
marquer  à  cette  occafion  qu'on  pourroit 
écrire  i  ^  au  lieu  de  ^ ,  parce  que  \  fois  b 

04 
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eft  autant  que  -.  Pareillement  ^  eft  autant 
que  -  ^ ,  6^  Y  autant  que  j  ^ ,   &c. 

285. 

..  Mais  quand  le  divifeur  eft  lui-même  une 
quantité  complexe,  la  divifion.  a  plus  de 
difficultés.  Souvent  elle  a. lieu  où  on  s'en 
doute  le  moins;  mais  lorfqu elle  ne  peut 
fe  faire,  il  faut  fe  contenter  d'indiquer  le 
quotient:- par  une  fraftion  ,  de  lai  manière 
que  nous  avons  dit.  Nous  commencenons 
par  confidérer  quelque^  cas  ou  la  divifion 
effeftiyç  réuffit.  .      ^ 

:     oQr         ^^-^'^^'^^ 

Snppofbns  qu  il  s^àgiffe  de  divifér  fë-'di^ 
vidende  .tïc-^— /»cijihrrlè  divifeur  a  —  è',  il 
faut  donc  que  le  quotient  foit'tel  qu'érmit 
multiplié  par  le«dmfêUr)oC-r-^,~çn  obtienne 
le  dividende  ^c— ^;c, 'ör.'-on  voit  aîlemfent 
que  ce  quotient  daitlrenfermer  un  c,  -puil^ 
que  fans  cela  on  »e -pouf-roit  obtenir  ß  a 
sàiindonc  de  voirfi  (jeftie  quo  tient  .entier. 
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oii  n'a  ^u'à  le  multiplier  par  le  diviieur, 
&  voir  il  cette  multiplication  produit  le 
di\idende  en  entier  ;  ou  fi  elle  n'en  donne 
qii  unie  partie.  Dans  notr^  cas ,  fî  nous  mul- 
tiplions a — b  par  c  ,  nous  avons  ac- — bc  qui 
eft  en  effet,  le  dividende  même  ;  dç  /orte 
que  c  eft^le  quotient  complet*  11  n'^ft  pas 
moins  clair  que 

^aa^ab):{a+b)z=za  ;{'\  aa—  lab):  (  3  a~-ib}==:ä  ; 
(6cra^r^(^ab):{La — -j^)zii:jrz,  &C. 

'o,3nsi3     :'^'o-  :ri3ap3ino-> 

:->,0|î  .Aô  peut  manquer  de  cette  manière 
de  trouver  une  partie  du  quotient  y  û  donc 
ce  qu'on  a.  Vu  iTiülüplie  par  le  jdivifeur  , 
n  épuife  pas  encore  le.  dividende  ,  on  n'a 
qu'à  divifer  le  réfidu  encore  par  le  divifeur , 
pour  obtenir  une  féconde  partie  du  quo- 
tient ;  &  l'on  continuera  de  Ja  même  ma- 
nière jufqu'à  ce  qu'on  ait  trouvé  le  quotient 
en  entier. 

DiviÇ^ns ,  afin  de  donner  un  exemple  , 
^ ^  T  5  ^-Arh  2  ^i  par  a.-J-r^  s  Ü  eft  clair  en 
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premier  lieu  que  le  quotient  contiendra  le 
terme  a  ,  puifque ,  fi  cela  n'étoit  pas  ,  on 
n'obtiendroit  point  aa.  Or  en  multipliant  le 
divifeur  a  -\-b  par  a  ,  il  provient  aa-^ah  ; 
laquelle  quantité  étant  fouftraite  du  divi- 
dende ,  laiffe  un  refte  iab-\-M,  Ce  refte, 
il  faut  auffi  le  divifer  par  a-\-b  y  &  il  faute 
aux  yeux  que  le  quotient  de  cette  divifion 
doit  contenir  le  terme  ib.  Or  ib  multiplié 
par  a-^b  fait  exaftement  lab-^-tbb  ;  par 
conféquent  a-\-tb  eft  ce  quotient  cherché 
qui  ,  multiplié  par  le  divifeur  a-|-^,  doit 
produire  le  dividende  aa-^'i^ab-\-ibb.  Voici 
toute  l'opération  : 

a'\-b)aa-\-'^ab-\-ibb(a-^lb 
aa-\-*  ab 

^lab-^ibb 
-^iab-\-ibb 


z88.  I 

On  fe  facilite  cette  opération  en  faifant 
choitx  d'un  des  termes  du  divifeur  pour 


f 
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récrire  te  premier  ,  &  pour  ranger  enfuite 
les  termes  du  dividende  ,  en  commençant 
par  les  plus  hautes  puiflances  de  ce  premier 
terme  du  divifeur.  Ce  terme  étoit  a  dans 
l'exemple  précédent.  Les  exemples  fuivans 
rendront  la  chofe  encore  plus  claire  : 

a — h)a' — laab-^-^abb — b^{aa — lab-^-bb 
a' — aab 


—  laab-^-^abb 

—  laab-^iabb 


^abb—b^ 
^abb—b' 


a-^b)  aa — bb  (a — è 
aa-\-ab 

~ab—bb 
—ab—hb 

C. 
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-  '  18^^ — 1  lah 


t^\i. 


-^izab—^hh 
-f-\lah—Ub 


o. 


a-^b)  a'-^-b"'  (aa — ''ab'-\-hb 
a'-^aab 

—aab-\-b^ 

— aahr-rxibb  .  . 


^abbJ^b^ 
^abb^b> 


O. 


xa — b)  %a?—b^'  Ç^aa.-\-iab-{-b5 


Sa'- 


■j^aab 


^^aab-^b'^ 
.    '■\-^aab — labb 


'^zabb — b^ 
\-iabb—b^^ 


Q. 
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ca — lab-^bb)  a^ — la^b^  aabb 

—  la'b-^s^aabb — j^ab'^ 

— r  la'b  -^j^aabb —  zab^ 

— 

-j-   aabb~iab'-\-b^ 
4"  acM  —  iab'-\-b^ 
O. 

aa—iab-\-^bb)  a^'-^-^aabb-^- 1 6b^ 
aa+zab+j^bbja*—ia'  b  +^aabb 


+ialb  +i6b^ 

-^-la'  b"  —^aabb-^Sâb^ 


-^4äabb-^:äh^^i6b^ 
'^4aabb—SaP-\-i  6b^ 


aa-iab+ibb)  a'+^b' 
ca+iab+ibb)  a'^—ia'^b+iaabb 

+za'b—iäcibb+4b^ 
"^    '  +ia'b—4aabb-f-4âb^ 


-\-iaabb—4ab''-\-  ^b^ 
-^iaabF—^ab^-\;^b'^' 
O. 
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— 3X-\-^XX^-rlOX^ 
—  "^X-^ÔXX —    "^x"^ 


+ixx^  '7x>+^x^ 

•^^xx —  6x^-{'^x* 

—  x^'+ix'^ — xi 

—  x^+ix'^—x^ 


CHAPITRE     V. 

De  la  Réfolution  des  Fractions  en  des  fuites 
infinies  (*)• 

1/ UAND  le  dividende  n'eft  pas  divifibîe 
par  le  divifeur  ,  le  quotient  s'exprime , 
comme  nous  l'avons  déjà  dit,  par  une 
fraftion. 

(*  )  La  théorie  des  ßries  eft  une  des  plus  importantes  de 
toutes  1^  Mathématiques.  Les  fériés  dgnt  il  eft  queftion 
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C'eft  ijinfi  que  lî  l'on  doit  divifer  i  par 
1 — a  ,  on  obtient  la  fraftion  -^.  Celan'ern- 

'  I  —a 

pêche  pas  cependant  qu'on  ne  puifTe  en-» 
treprendre  la  divifion  fuivant  les  règles  que 
nous  avons  données ,  &  qu'on  ne  puiffe  la 
continuer  auffi  loin  qu'on  veut.  On  ne  lait 
fera  pas  de  trouver  le  vrai  quotient  ^  quoi- 
que fous  des  formes  différentes. 

290. 

Pour  le  prouver,  divifons  réellement  le 
dividende  i  par  le  divifeur  i — a,  comme 
on  va  voir  : 

dans  ce  chapitre  ,  ont  été  trouvées  par  Mercator  au  milieu 
du  fiecle  paffé ,  &  Newton  trouva  bientôt  après  celles 
qui  dérivent  de  l'extrailion  des  racines  ,  &  dont  il  fera 
queftion  au  chapitre  xii.  Cette  théorie  a  reçu  enfuite  un 
nouveau  degré  de  perfeâ:ion  de  plufieurs  autres  Géo- 
mètres difîingués.  Les  Œuvres  de  Jacques  EernouUi  & 
la  féconde  partie  du  Calcul  diff.'rer.tîel  de  M.  Euler ,  font 
les  ouvrages  où  l'on  pourra  le  mieux  s'inilruire  fr  ces 
matières.  On  trouve^-a  aufïî  dans  les  Mémoires  de  Berlin 
pour  1768,  une  nouvelle  méthode  de  M.  de  la.  Grange. 
pour  réfoudre  ,  par  le  moyen  des  fuites  infinies ,  toutes 
les  équations  littérales  de  quelque  degré  qu'elles  foien.t. 


aa 

a' 
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T^a)  1  (t-^^^-  ou  I— a)  I  (i:|-;t-f  ^ 

-f-i^  —  aa 


reiidu--i-aa 


Pour  trouver  encore  un  plus  grand  nom- 
bre de  formes ,  on  n'a  qu'à  continuer  en 
divifant  a  a  par  1 — a  : 


4 
a 


.*z 


•a^- 


CL 

&  puis  i-T^a)  a'*  .  (^^4~  — 


a^'— a^ 


291. 

;  Nous  voyons  par-là  que  la  fraftionf^ 
peut  fe  mettre  fous  toutes  les  formes  qui 
fuivent: 

ni.) 
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V.)   i4-a  +  aa  +  fl'+a^-j-^,&C. 

Or  en  confidérant  la  première  de  ces 

formules  ,  qui  efl:  i  -[~  Tir  >    &   ^i^  faifant 

attention  que   i  eft  autant  que  ^,  nous 


avons 
I 


+      a     T-j      {        a    i—a-^a r  • 
l-a             i-j      1      i-a              i-a  i-a * 

Si  on  fuit  le  même  procédé  pour  la  fé- 
conde formule  i  -j-^ + 7^  ?  c'eft-à-dire  que 
l'on  réduife  la  partie  des  entiers  i^"^  ^^ 
même  dénominateur  i  —  a  ,  on  aura -717,  à 
quoi  11  l  on  ajoute  +  73^  on  aura  —^-^r^  5 
c'eft-à-dire  — . 

Dans  la  3.^  formule  i-j-a+ja-j — -- , 

les  entiers  ,  réduits  au  dénominateur  i — a  , 

font         ^-  y  &  fi  on  y  ajoure  la  fraftioh 
1 — a 

on  a  -L«  5   donc  toutes  ces  formules 

Tome  I.  P 
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font  en  effet  égales  en  valeur  à  la  fraftion 
propofée  7^7. 

292. 

Cela  étant  on  pourra  aller  plus  loin  & 
aufli  loin  qu'on  voudra ,  fans  avoir  befoin 
de    calculer   davantage.    On    aura    donc 

J-  f__  ;  ou  bien    on  pourroit   continuer 

encore ,  &  même  fans  jamais  finir.  C'eft 
pourquoi  l'on  peut  dire  que  la  fraftion  pro- 
pofée a  été  réfolue  en  une  fuite  infinie , 
laquelle  eft,  i-|-a-j-aa-j-a^-|-a*-}-a^-|-a^ 
^a^+a^+û^-f-^^^^-a"  +a"  +  &C.  à 
l'infini.  Et  on  eft  très-fondé  à  foutenir  que 
la  valeur  de  cette  férié  infinie  eft  la  même 
que  celle  de  la  fraflion  —;. 

293. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  peut ,  au 
premier  abord ,  paroître  étonnant  ;  mais  la 
confidération  de  quelques  cas  particuliers 
le  fera  comprendre  aifëment. 
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Suppofons  premièrement  jz=:;i  ^  notre 
fuite  cfeviendra  i-f-ï-f-i-j-i-f-i-f-i-l-i  > 
&c.  jufqu  a  rmfini.  La  fraftion  -^ ,  à  la- 
quelle elle  doit  être  égale  ,  devient  -'-  ;  or 
nous  avons  remarqué  plus  haut  que  ~  eft 
un  nombre  infiniment  grand  ;  cela  fe  con- 
firme donc  ici  d'une  maniéré  élégante. 

Mais  fi  Ton  fiippofe  a=2  ,  notre  fuite 
devient  =  i  -[-  2  -f-  44-8  -f- 1 6-|-3  2+^4  > 
&c.  à  l'infini ,  &  fa  valeur  doit  être  -^. 

I-  2    ' 

c'eft-à-dire  ^= — \  ;  ce  qui  au  premier 
coup  d'œil  femblera  abfurde.  Mais  il  faut 
remarquer  que  fi  l'on  veut  s'arrêter  à  quel- 
que terme  de  la  férié  fufdite  ,  on  ne  doit 
le  faire  qu'en  joignant  la  fraftion  qui  refte. 
Suppofons ,  par  exemple  ,  que  nous  vou- 
lions nous  arrêter  à  64 ,  il  faudra  ,  après 
avoir  écrit  i-j-2-|-44->?-{-i6-|-}  »-{~^4  > 
joindre  la  fraûion  —^  ou  ~  ou — 1 28  ^  on 
aura  donc  1 27 — 1  28  ,  c'eft-à-dire  en  effet 

Que  fi  on  continuoit  fans  ceffe  la  fuite  , 

P  n. 
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il  ne  feroit  à  la  vérité  plus  queftion  de 
la  fraftion ,  mais  auffi  on  ne  s'arrêieroit 
jamais. 

294. 

Voilà  donc  des  confidérations  néceflai- 
res ,  quand  on  prend  pour  a  des  nombres 
plus  grands  que  l'unité.  Mais  fi  l'on  fiippofè 
a  plus  petit  que  1  ,  tout  devient  plus  facile 
à  concevoir. 

Soit ,  par  exemple ,  ö=i;  on  aura  -^ 
I  I 

=  ^    i  =:;::'T"zr:  2 ,  cc  qui  fera  égal  à  la  férié 

fuivante:  i+rf  4  +  r+-i^  +  ^-f  à+lTs 
&c.  à  rinfini.  Or  fi  Ton  prend  deux  termes 
feulement  de  cette  fuite ,  on  a  i  -f-  ^  ,  & 
il  s'en  faut  de  [  qu'elle  ne  foit  égale  à  7^==! . 
Si  on  prend  trois  termes ,  i!  s  en  faut  en- 
core de  -  ;  car  la  fomme  eft  »  |-  Si  Ton 
prend  quatre  termes  on  a  i  |  ,  &  il  ne 
manque  plus  que  |.  On  voit  donc  que  plus 
on  prend  de  termes  ,  &  plus  la  différence 
devient  petite  ,  &  que  par  conféquent  fi 
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on  continue  à  rinfini ,  il  n'y  aura  plus  de 
différence  du  tout  entre  la  Ibmme  de  la 
fuite  &:  la  valeur  2  de  la  fraftion 


1 


295. 

Soit  <3=7  j  notre  fraftion  -^,  feraz=:  7Z} 

3    '  \-a.  1       - 

=^^1=1^,  à  quoi  fe  réduit  par  conféquent 
la  fuite  .  +i+i+J-+±+.-L  &c.  juf- 
qu'a  l'infini. 

Quand  on  prend  deux  termes  on  a  1  7  , 
&  il  manque^.  Si  vous  prenez  trois  ter- 
mes ,  vous  avez  1 1  ,  &  il  manquera 
encore^.  Prenez  quatre  termes,  vous  au- 
rez ï  :7^ ,  &  la  différence  eft  ^.  Puis  donc 
que  l'erreur  devient  toujours  trois  fois 
moindre  ,  il  faut  bien  qu  a  la  fin  elle  s'éva- 
nouiffe. 

296. 

Suppofonsfl  =  jj  nous  aurons  732  ="~3 

=î,  &■  la  fuite  .+!-+^-+i  +  ^!  +  ^ 
&c.  julqu'à  l'mfini.   Prenant  d'abord  1  -  ^ 

P3 
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l'erreur  eft  i  ^  ;  prenant  trois  termes ,  qui 


font  1  - ,  l'erreur  eft  de  -  ;  prenant  quatre 


9 

II 


termes  on  a  2  —  ,  &  Terreur  eft  encore 
de  — . 

297. 

I  ï 

Si  a=7 ,  la  fraftion  eft       r:=7=  i  I . 

&  la  fuite  devient  i  +  i  +  ^  + 1  +  ^i^  , 
&c.  Les  deux  premiers  termes  faifant  i  -f-^  , 
produiront  7^  d'erreur  ,  &  prenant  un  ter- 
me de  plus  on  a  i  -g ,  c'eft-à-dire  feule- 
ment ^  d'erreur« 

298. 

On  pourra  de  la  même  manière  réfoudre 
en  férié  infinie  la  fraftion  7^  ,  en  divifant 
réellement  le  numérateur  i  par  le  déno- 
minateur 1  +^ ^  comme  on  va  voir  : 
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i^a)  'i        ( I  —a-^aa—a'  4*^' 


I+a 

; 

—  a 

— a  —  aa 

1 

—  a 

î 

—  a 

'       a' 

4-a^  +  a' 

—  a%  &C. 
d'où  il  fuit  que  la  fraftion  -^  efl:   égale  à 
la  fuite  , 
1— a+aa— a'+û^— a^+a'— ^S    &c. 

^99- 

Si  l'on  pofe  c:=i  ,  on  a  cette  compa- 
raifon  remarquable  : 

jI^  =  L=,_,  +  i_,  +  ,-i-f  .-I, 
&c.  à  Tintini.  On  y  trouvera  quelque  chofe 
de  contradiftoire  j  car  û  on  s'arrête  à — i, 

P  4 
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la  férié  donne  o  j  &  fi  on  finit  par  ^  i  j 
elle  donne  i.  Mais  c'efl:  la  précifément  ce 
qui  tranche  le  nœud  j  car  puifqu'on  doit 
continuer  jufqu'à  l'infini  fans  s'arrêter  jamais 
ni  à  —  1  ^  ni  à  -}-*  I  ^  il  ^ft  clair  que  la 
fomme  ne  peut  être  ni  o  ni  i ,  &  qu'il  faut 
que  ce  réfultat  final  tienne  un  milieu  entre 
ces  deux  ,  &  qu'il  foit  \. 

300. 

Faifons  à  préfent  ö:r=^,  notre  fraftîon 
fera  ~;^=j  ,  laquelle  doit  donc  exprimer 

la  valeur  de  la  férié  1  —  '--|-^ — \'^r6 — P- 
4-f  5  &c.  à  rmfini.  Si  l'on  ne  prend  de 
cette  férié  que  les  deux  premiers  termes , 
on  a  '  ,  ce  qui  efl:  trop  peu  de  \.  Si  l'on 
prend  trois  termes ,  on  a  | ,  ce  qai  efl:  trop 
de  -.  Si  l'on  prend  quatre  termes ,  on  a 
I ,  ce  qui  eft  trop  peu  de  ^ ,  &c. 
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301. 

Suppofons  encore  ^=\',  notre  fraftlon 
fera  =  ^=^5   &  c'eft  à  quoi  doit   fe 

réduire  la  férié  1 — --I-- — -iJ-— ^ 

+  -I0  9  &c.  à  l'infini.  Or  en  confidérant 
feulement  deux  termes  on  a  ^  ,  c'efl:  trop 
peu  de  :;^.  Trois  termes  font^,  c'eft  trop 
de^.  Quatre  termes  font  ^,  c'eft  trop  peu 
de  ^ ,  &  ainfi  de  fuite. 

302. 

La  fraftion  ~-^  peut  fe  réfoudre  encore 
d'une  autre  manière  ;  favoir  en  divifant  i 
par  a  -{- 1 ,  comme  il  fuit  : 


Î34 
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1+^  . 


I 

a 

I  r 

a  aa 


+-  +  - 


a' 


+7- 


Par  conféquent  notre  fraftion  ^  eft  égale 

à  la  fuite  infinie  j  —  7^+  -r 7  +  "^ 

— ^  ,  &c.  Qu'on  falTe  a=i  ,  on  aura  la 
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lerle  I  —  I  4"  I  —  1  4"  ^  — ^y  ^c*  =  !> 
comme  ci-delTus.  Et  fi  l'on  fuppofe  a=2  , 
on  aura  la  férié  7  —  t  +  I-  —  t?-}-  —  —  r- 

&C.  ^=j. 

303. 

C'eft  d'une  manière  femblable  qu'on 
pourra  réfoudre  généralement  en  une  fuite 
infinie  la  fraftion  —, ,  on  aura 

X  L\  /  ^        bc    .    bbc        b^c       o, 

C+bc 


a 


-bc 

a 

—bc  —  bbc 

a        aa 

+  bbc 

aa 

+  bbc 

+  b^c 

aa 

a' 

^bH 

* 

a^ 

^bh 

-Zf 

a^ 

^ 

+h'c 
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a  OÙ  Ton  voit  qu'on  peut  comparer  -^y  avec 
la  fërie^  — ^  +  '^— —  &c.jufquàrin- 

Soit  ^  =  2,  ^=4,  c^==3  ,  nous  aurons 

.-^=ïfl  =  l  =  î  =  ^-3-i-6-..2,&c. 

Soit  ac=io,  ^=1  &  c=i  i  ,  nous  avons 

'=-2^  =  ,  =  11—22-^  21 LI_8:c. 

Ä4-0  lO.-I  10  100        I       1000  10000 

Si  on  ne  confidere  qu'un  feul  terme  de 
cette  fuite ,  on  a  ^  ,  ce  qui  eft  trop  de  ^  ; 
il  on  prend  deux  termes ,  on  a  ^,  c'efttrop 
peu  de  ^  ;  fi  on  prend  trois  termes ,  on  a 
7^,  cefttropde^,  &c. 

304. 

Quand  il  y  a  plus  de  deux  termes  dans 
le  divifeur ,  on  peut  également  continuer 
la  divifion  jufqu'à  l'mfini ,  de  la  même 
manière. 

C'eft  ainfi  que  fi  on  propofoit  la  fi-aftion 
,  la  fuite  infinie  à  laquelle  elle  eft 


1— â  -t-aa 


égale ,  fe  trouveroit  conime  il  fuit 
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I — a-\-aa 


+a. 

-.aa 

+a- 

^a*-{-a^- 

—a^+a'—a^ 

+^' 

+a^^a' 

'+a' 

+a^ 

-a' 

H-^7 

ivrktic 

Arwir   l'prrmtinn  

r 

fans  fin.   Si  nous  foifons  ici  czn^i  ,  nous 

avons  izz::!-}-!  —  ^  —  l4~l"^I  —  *  —  ^ 

-}-  I  -}-  I  ,  8^c.  laquelle  férié  contient  deux 
fois  la  férié  trouvée  plus  haut  i  —  i-{-l  —  I 
4"!  ,  &c.  or  comme  nous  avons  trouvé 
celle-ci  i=  j  ,  il  n'eft  pas  étonnant  que  nous 
trouvions  ~  ou  i  pour  la  valeur  de  celle 
que  nous  venons  de  déterminer» 
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Qu'on  fafle  a=^\y  on  aura  l'équation 
r 4 T   r  1 L i_U-— 4-  -^ ^'- 

-         3  ^\^^         8  16     I     64     I     ia8        511' 

&C. 

Qu'on  fuppofe  a==j,   ojii  aura  Téqua- 

9 

Si  on  prend  les  quatre  premiers  termes  de 
cette  fuite ,  on  a  -^  ,  qui  n'eft  que  de  j-^- 
moins  que  |. 

Suppofons  encore  ^  =  j  ,   nous  aurons 

donc  que  cette  fuite  foit  égale  à  la  pré- 
cédente j  &  fouftrayant  Tune  de  l'autre  , 
il  faut  que  ozn:!— ^^— ^-f  ;^  &c.  Ces   , 
quatre  termes  ajoutés  enfemble  font  —  ^  • 

305. 

;  i  La  méthode  que  nous  avons  expofée  fert 
à  réfoudre  généralement  toutes  les  fraftions 
en  fuites  infinies ,  &  par-là  elle  eil  fouvent 
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de  la  plus  grande  utilité.  De  plus  il  eft  très- 
remarqiîable  d'ailleurs  qu'une  lërie  infinie , 
quoiqu'elle  ne  cefle  jamais ,  puiffe  avoir 
une  valeur  déterminée.  Aufli  a-t-on  tiré  de 
ce  fonds  les  inventions  les  plus  importantes , 
&  cette  matière  mérite  d'autant  plus ,  qu'on, 
l'étudié  avec  toute  l'attention  pK;)/ribIe. 

■S 
CHAPITRE     VI. 

Des   Qiiarrés  des  Quantités  complexes» 

306. 

V^UAND  il  s'agit  de  trouver  le  quarto 
d'une  grandeur  complexe  ,  on  n'a  qu'à  la 
multiplier  par  elle-même,  le  produit  fera 
le  quarre  qu'on  cherche. 

Par  exemple ,  le  quarre  de  a-j-^iè  trouve 
de  la  manière  fuivame  : 

aa-j^aB 

'\^abJ(-hb 
aa-j^iab-^-bb» 
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307. 

Ainfi  quand  la  racine  confifte  en  deux 
termes  ajoutés  enfemble  ,  comme  a~\-b  , 
le  quarre  renferme ,  1  .^  les  quarrés  de  l'un 
&  de  l'autre  terme  ,  (avoir  aa&ibh ;  2.°  le 
double  du  produit  des  deux  ^  favoir  lab. 
De  forte  que  la  fomme  aa-^-  icib-^bb 
eft  le  quarre  de  a-^-b.  Soit ,  par  exemple  , 
a=\o  &  b=^  ,  c'eft-à-dire  qu'il  fôit  quef- 
tipn  de  trouver  le  quarre  de  1 3  5  on  aura 
ioO'-j-6o~j-9  ou  r(Î9. 

308. 

On  trouvera  facilement ,  par  le  fecours 
de  cette  formule  ,  les  quarrés  d'affez  grands 
nombres ,  en  les  partageant  en  deux  parties. 
Pour  trouver  ,  par  exemple ,  le  quarre  de 
57  ,  on  confidérera  que  ce  nombre  eft 
=504-7  \  d'où  l'on  conclut  que  fon  quarre 
eft  ^=:  2  5  00  -j-  700  +  49  ^=  3  ^49- 
389. 

On  voit  auffi  par-là  que  le  quarre  de 

04-  i  feraaa-f-i^Hh  1  •  orpuifque  le  quarre 

de 
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de  a  QÜ.  aa  ^  on  trouve  donc  le  quarre  de 
^-j-i  en  ajoutant  à  celui-là  2a-[-i  ;  &  il  faut 
remarquer  que  ce  la-f-i  eft  la  femme  des 
deux  racines  a  &  a-^-i. 

Ainfi  comme  le  quarre  de  loeft  loo, 
celui  de  ii  fera  loo-j-ii.  Le  quarre  de 
57  étant  3149  ,  celui  de  58  ell  }  2494-1 15 
=  3364.  Le  quarre  de  59:i=3364-[-i  17 
=  3481;  le  quarre  de  6o:=348i-[-i  19 
=  3600  ,  &c. 

310. 

Le  quarre  d'une  quantité  complexe  , 
comme  a-\-b  ,  s'indique  de  cette  façon  : 
(a-|-^)\  On  a  donc  {a'-\-by  z=,aa-\-iab 
^bb y  d'où  l'on  déduit  les  équations  fui- 
vantes  : 

(a  +  i)'=ca-|-2a-f-i;  (a-f-2)'i=öa4-4J-f-4; 
(ö  +  3)"=aa-H6a-f-9;(a4-4)"ji=ja-{-8a-i-l6j 
&c. 

311. 

Si  la  racine  eft  a — b ,  le  quarre  en  eft 
aa — lab-^^bb  ^  qui  renferme  par  conféquent 
Tome  L  Q 
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auffi  le  quarre  des  deux  termes  ,  maïs  en 
forte  qu'il  faut  en  ôter  le  double  du  produit 
de  ces  deux  termes. 

Soit  5  par  exemple  ,  cz=io  &  ^=i,  le 
quarre  de  9  le  trouvera  =  100  —  20-j-l 
=  81. 

312. 

Puifque  nous  avons  l'équation  (^ — hy 
zz:zaa — laè-^BB,  nous  aurons  (a — i)^ 
=:aa —  2a-[-i.  Le  quarre  de  a — i  fe  trouve 
donc  en  fouftrayant  de  aa  la  fomme  des 
deux  racines  a  &  a^ — i,  favoir  la  —  i. 
Soit ,  par  exemple ,  a:=z  50,  on  a  aa=  1 5  00 
&a  — 1=11:49^    donc    49^=2500 — 99 

513- 

Ce  que  nous  avons  dit  peut  auffi  fe 
confirmer  &  s'éclaircir  par  des  fraftions.  Car 
fî  l'on  prend  pour  racine  ^  -}-  -  (  ce  qui  fait 
I  )  le  qnarré  fera  : 

^.+±4.1^  =  ^1,  c'efl-à-dire  i. 
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De  plus  le  quarre  de  ^ —  -  ("ou de  i") 
fera'— ^+^^1:=^. 

314. 

Lorfque  la  raciue  eft  d'un  plus  grand 
nombre  de  termes  ,  la  méthode  de  déter- 
miner le  quarre  eil:  la  même.  Voici ,  par 
exemple ,  comment  on  trouve  le  quarre 
de  a-\-b-\'C  : 
a-^-b       -\-c 

-\-ab      -\-ac-^bb-\-bc-\-cc 
aa-\-iab   -^zac-\-bb^ibc-^cc  ; 
on  voit  qu'il  renferme  d'abord  le  quarre  de 
chaque  terme  de  la  racine ,  &  outre  cela 
les  doubles  produits  de  ces  termes  multi- 
plies  deux  à  deux. 

315. 

Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple ,  par- 
tageons le  nombre  2  5  6  en  trois  parties , 

Q  2. 


244             E 

L    È 

MENS 

lOO-j-JO-f-é  ; 

fon 

quarré  fera 

donc  com- 

pofé  des  parties  fuivantes  : 

40000 

256 

2500 

256 

36 

1536 

2COOO 

ii8o 

2400 

^12 

600 

6nj6 

6  5  5  3  6  5  ce  qui  eft  évidemment  égal  au 
produit  256.256. 

316. 

Quand  quelques  termes  de  la  racine  font 
négatifs ,  le  quarré  fe  trouve  encore  par  la 
même  regle  j  mais  il  faut  faire  attention 
quels  fignes  on  doit  donner  aux  doubles 
produits.  Ainiî  le  quarré  de  a — b — c  étant 
aa-^bb-^cc — lab — lac-^-ibc  ^  fi  l'on  re- 
préfentoit  donc  le  nombre  256  par  300 
—40 — 4 ,  on  auroit 


D  Algèbre. 


Parties  poßtives. 

-I-90000 
i<5oo 

310 

\6 


+91936 
— 26400 
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Parties  négatives. 


— 24000 
24OO 


2640a 


65)36,  quarre  de  256  comme  ci- 


deffiis. 


CHAPITRE     VIL 

De  r extraclion  des  Racines  appliquée  aux 
Quantités  complexes. 

317. 

^i  nous  voulons  donner  une  regle  fûre 
pour  cette  opération  ,  il  nous  faut  confi- 
dérer  attentivement  le  quarre  de  la  racine 
a-^^b  ,  qui  eft  aa-\-iab-\-kb  ,  afin  de  voir 
comment  on  peut  réciproquement  parvenir 
à  trouver  la  racine  d'un  quarre  donné.  Fai- 
fons  donc  les  réflexions  qui  fuivent, 

Q  3 
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318. 

D'abord  comme  le  quarre  aa-\-iah'\'bb 
eft  compofé  de  plufieurs  termes ,  il  eft  cer- 
tain que  la  racine  auffi  renfermera  plus  d'un 
terme  5  &  que  li  l'on  écrit  le  quarre  de 
manière  que  les  puiflances  d'une  des  lettres , 
comme  de  a ,  aillent  toujours  en  diminuant , 
le  premier  terme  fera  le  quarre  du  premier 
terme  de  la  racine.  Et  puifque  dans  notre 
cas  le  premier  terme  du  quarre  eft  aa, 
il  faut  que  le  premier  terme  de  la  racine 
foit  a, 

319. 

Ayant  donc  trouvé  le  premier  terme  de 
la  racine  ,  c'eft-à-dire  a  ,  on  confidérera  le 
refte  du  quarre,  favoir  iab-\-bb  ,  pour  voir 
fi  on  pourra  en  tirer  la  féconde  partie  de 
la  racine  qui  eft  b»  Nous  remarquerons  ici 
que  ce  refte  lab-^bb  peut  être  repréfenté 
par  ce  produit-ci ,  {ia~\-b)b.  Or  ce  refte 
ayant  donc  deux  fafteurs ,  la-^b  &  ^  ,  il 
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cft  clai«  qu'on  trouvera  ce  dernier  h  y  qui 
ell  la  féconde  partie  de  la  racine ,  en  divi- 
fant  le  relie  iab'\-bb  par  la-^b, 

320. 
C'eft  donc  le  quotient  de  la  divilion  du 
refte  fufdit  par  ia-\-b  ,  qui  eft  le  fécond 
terme  cherché  de  la  racine.  Or  remarquons 
dans  cette  divifîon  que  la  efl:  le  double 
du  premier  terme  a  de  cette  racine ,  lequel 
eft  déjà  déterminé.  Ainfi,  quoique  le  fécond 
terme  foit  encore  inconnu  ,  &:  qu'il  faille 
jufqu'à  préfent  laifler  fa  place  vide ,  nous 
pouvons  néanmoins  entreprendre  la  divi- 
fion  5  puifqu'on  n'y  regarde  qu'au  premier 
terme  la.  Mais  auffi-tôt  qu'on  aura  trouvé 
le  quotient ,  qui  eft  ici  b  ,  il  faudra  le  mettre 
à  la  place  vide ,  &  rendre  de  cette  façon 
la  diviiion  complète. 

321. 

Le  calcul  donc  par  lequel  on  trouve  !a 
racine  du  quarre  aa-^-iab-^-bb  ,  peut  fe 
repréfenter  de  cette  manière  : 

Q    4 


,48 
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aa 


la-^b 


J^iab^bb 
\.xab-^bb 


322. 

On  pourra  de  la  même  manière  trouver 
la  racine  quarrée  d'autres  formules  compo- 
fées  5  pourvu  qu'elles  foient  des  quarrés  ^ 
les  exemples  fuivans  le  feront  voir  : 

aa  '\-(>ab'\'^bb  (a-{-}^ 


aa 


la-\-^b 


-\-'6ab-^f)bb 
'\-6ab'\-^bb 


j^aa  — ^ab-j^bb  (2a — b 
j^aa 


.a  —  b 


—  4ab  -^bb 
— '^ab  -^bb 
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6p'{'4q 


-\-14pq-\-l6qq 

+  ^4P9  +  ^6qq 


o. 


1^  XX 


—  6 


lox 


6o;c--j-}6 
6o.r-|-36 


323. 

Quand  après  la  divifion  il  refte  un  ré- 
lldu  5  c'efl:  figne  que  la  racine  eu  compofée 
de  plus  de  deux  termes.  Ce  qu'on  fait  alors , 
c'eft  de  regarder  les  deux  termes  déjà  trou- 
vés comme  faifant  la  première  partie ,  & 
de  tirer  du  réfidu  la  féconde  partie ,  de  la 
même  manière  qu'on  avoir  trouvé  le  fécond 
terme  de  la  racine.  Les  exemples  fuivans 
rendront  ce  procédé  plus  clair. 
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aa-^-iab — lac — ibc'\-bb-\-cc{a-\-b — c 


aa 


la-^-b 


-\-'Lab — lac — Lbc-\-bb-\-cc 


'   ',b- 


la-f-it? — c 


—  lac — zbc-^cc 

—  lac — ibc-^cc 


a''   -|-2a^-|-3aa-|-i(2-[-i    (aa-}-a-|-i 


laa-^a 


--(-2a^-|-  aa 


laa-^ia-^ 


-\'iaa-\-ia-^l 
-\-laa-\-ia-^î. 


a^—4a^b-j-Sab^  +4^^  {aa--iab—ibb 


laa — lab 


^4a'b-\-Sab' 
■•-4a^b'\-4aabb 


%aa—4ab  —ibb 


—4aabb-\-Sab^-\-4b'^ 
—  ^aabû+Sab'-\-  4b^ 
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2Jt 


+ 

<3 


+ 


I        -Ci 


i  + 


O 


<:i 


+ 


ff 


1  1 

^      -«• 

'J-       ■«• 

^  ^ 

-<i  -Ci 

2    ^ 

^     ^3 

Q     Q 

^    ^ 

^    Gs 

so   vo 

ff 

ff 

-<^    ^ 

^  "^ 

'^Q     '^ 

'^    *« 

O    00 

H      H 

^Ci   -^i 

H       - 

1 

-^     -Ci 

-Ci     -^ 

f        •*■ 

■*■            •9- 

«    « 

«           »y 

v^    Cn 

\o  vo 

f* 

•■< 

^<^ 

+  + 

++ 

1 

-Ci 

-Ci 

^^     ^« 

NO     VO 

«p         vo 

+    + 

-Ci 

K^                                    ^îi 

2            ts            ^ 

«            «            « 

•^     .    vo           vo 

1 

1 

1 

ÎJZ 
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324. 

On  déduit  facilement  de  la  regle  que 
nous  venons  d'expofer  ,  la  méthode  qu'en- 
feignent  les  livres  d'Arithmétique  pour  l'ex- 
traftion  de  la  racine  quarrée.  Voici  quel- 
ques exemples  en  nombres  : 


4 


^3 


43 


119 
129 


i7'64 
16 
82 


42 


1  64 
I  64 


23  04 
16 

88 


48 


704 
704 


40  9  6 
36 


54 


124 


156^25 


12 


22 


56 

44 
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1225 


96'û  4 
81 

98 

18S 

15  04 
15  04 

0. 

• 

99'8o'oi 
81 

999 

189I1880 

1701 

— 

1 98c 

)  17901 
17901 
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325. 

Mais  lorfqu'après  Foperation  entière  il 
refte  un  réfidu  ,  c'eft  une  marque  que  le 
nombre  propole  n'efi:  pas  un  quarre ,  & 
par  conféquent  qu'on  ne  peut  pas  en  àflîgner 
la  racine.  On  le  fert  dans  ces  cas  du  figne 
radical  que  nous  avons  déjà  employé  plus 
haut  ;  on  écrit  ce  figne  devant  la  formule  , 
&:  on  met  la  formule  elle-même  entre  deux 
crochets ,  ou  fous  un  trait.  C  eft  ainfi  que 
la  racine  quarrée  de  aa^bb  s'indique  par 
\/(aa-|-^^),ou  par  \/ aa-^-bb  -^  8c  que 
v/(i  —  xx),  ou  y  î  —  XX,  exprime  la 
racine  quarrée  de  i — xx.  On  peut  aufîi, 
au  lieu  de  ce  figne  radical ,  faire  ufage  de 
Texpolant  rompu  ^ ,  &  indiquer,  par  exem- 
ple 5  la  racine  quarrée  de  aa-^-bb  par 
(aa-j-^i5)tj  ou  par  aa-^bU. 
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CHAPITRE     VIII. 

Du  Calcul  des  Quantités  irrationnelles. 

326. 

JLj ORS  qu'il  s'agit  d'ajouter  enfemble 
deux  ou  pluiîeurs  formules  irrationnelles, 
cela  fe  fait ,  fuivant  la  manière  prefcrite 
plus  haut  y  en  écrivant  de  fuite  tous  les 
îermjes  chacun  avec  le  figne  qui  lui  efl:  pro- 
pre. Et  ce  qu'il  faut  remarquer  quant  aux 
façons  d'abréger ,  c'eft  que  ,  par  exemple , 

au  lieu  de  y  a-j-ya  on  écrit  ly  a  ,  &  que 
y  a — y  a  fait  o ,  ces  deux  termes  fe  dé- 
truifant  l'un  l'autre.  C'eft  ainfi  que  les  for- 
mules 3-f-y  2  &  i~}-y  2  ajoutées  enfem- 
ble, font  4  +  2  y^2  ou  4+V  8  j  que  la 
fomme  de  5+y  3  &  de  4 — y  }  ,  eft  9  ; 
&  que  celle  de  2  \/  ^  +  3  V  ^  >  ^  ^^ 
V3-V/2,  eft  3/3  +  ^v/^- 
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327. 

La  fouftraftion  fe  fait  de  même  très-faci- 
lement ,  vu  qu'on  n'a  befoin  que  d'ajouter 
enfemble  les  nombres  propofés ,  en  prenant 
le  contraire  des  fignes  qui  les  affeclent  : 
l'exemple  fuivant  le  fera  voir  ;  nous  foui- 
trairons  le  nombre  inférieur  du  fupérieur, 

1+2/2  --  2  v/3—  5  v/5+6  V^ö 

328. 

On  fe  rappellera  dans  la  multiplication 
que  y  a  multiplié  par  y  a  fait  a  ;  &  que 
fi  les  nombres  qui  fuivent  le  figne  \  (ont 
différens,  comme  a  oc  B  ^  on  ^\/  ah  pour 
le  produit  de  y  a  multiplié  par  \/  h.  Il  fera 
facile  après  cela  de  calculer  les  exemples 
qui  fuivent  : 
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I-f-    \/Z  2 —     \/l 


1+   v/i  8+4^/2 

329. 

Ce  que  nous  avons  dit  regarde  auffi  les 
quantités  imaginaires^  On  obfervera  feule- 
ment encore  que  y —a  multiplié  par  y — a 
fait  —  a. 

S'il  s'agiflbit  de  trouver  le  cube  de 
— i-j-y -3  ,  on  prendroit  le  quarre  de  ce 
nombre ,  &  on  multiplieroit  ce  quarre  en- 
core par  le  même  nombre  j  voici  l'opé- 
ration : 


-1+  v/- 

-1+  v/- 

-3 

+  1-   v/_ 

■3 

-1+  t/-î 

+1+V-3 

a+6    =8. 

330, 
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330- 

Dans  la  divificn  des  quantités  fourdes 
on  n'a  befoin  que  de  mettre  les  quantités 
propofées  en  forme  de  fraction  j  celle-ci 
peut  enfuite  fe  changer  en  une  autre  ex- 
preffion  dont  le  dénominateur  foit  ration- 
nel. Car  fi  ce  dénominateur  eft ,  par  exem- 
ple 5  a-\-\/6  ^  &z  qu'on  le  multiplie  de  même 
que  le  numérateur  par  a — yl? ,  le  nouveau 
dénominateur  fera  aa — l?  ^  où  il  nëfë  trouve 
plus  de  figne  radical.  Suppofons  qu*on  pro- 
pofe  de  divifer  3-J-2  y^  par  i-j-yi, 
nous  aurons  d'abord  {^r^»  Multipliant 
maintenant  les  deux  termes  de  la  fraftion 
par  I — y  2  ,  nous  aurons  pour  le  numé- 
rateur : 

—3^2—4 
Tome  I.  R 
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&  pour  le  dénominateur  : 

I  — V  2 

j^  — \/ 1 — 1 

I 2= 1. 

Notre  nouvelle  fraftion  eft  donc  ^^^—^ 


&  fi  nous  multiplions  encore  les  deux  termes 
par  — r,  nous  aurons  pour  le  numérateur 
-j-  V  2~|-i  5  &  pour  le  dénominateur -f-i. 
Or  il  eft  facile  de  fe  convaincre  que  y  24-1 

équivaut  à  la  fraftion  propofée  —^  5  car 

V2-J-I   étant  multiplié  par  le  divifeur 

I-}-  /z 


on 


a  i+iy  2.+2=34-zv  2. 
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Autre,  exemple  :  8  —  5  y/^  divifé  par 
3— iy^  f^i^3^a-  Multipliant  ces  deux 
termes  de  la  fraftion  par  3-1-1  y  2 ,  on  a 
pour  le  numérateur 

8-  îv/i 

3+  W^ 

24—15  \/2 

+  16  y/i — 20 

24+       y/i— 20=4-{-v/2  i 

&  pour  le  dénominateur 
3— .2v/2 
34-2V^2 

9 — ôy  2 

-{-6v  2 — 4.  2 

9-8  =  +1. 

Par  conféquent  le  quotient  feroit  4+y2* 
En  voici  la  preuve  : 
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4+  \/^ 

— Sv/î— 4 
iz — 5V  2 — ^^4=8 — 5 V  2. 

C'efl:  de  la  même  manière  qu'on  peut 
transformer  de  ces  fraftions  en  d'autres  , 
dont/le  dénominateur  foit  rationnel.  Si  l'on 

a,  par  exemple  ^  la  fraftion -^—p^,  &que 
l'on  en  multiplie  le  numérateur  &  le  dé- 
nominateur par  5 — ly/ö,  on  la  transfor- 
mera en  celle-ci  ,  ^-^^^=5 — lyô. 

De  même  la  fraftion  z^+^s^  prend  cette 
forme,  2±f^=i±^.  Et  g^  devient 

332. 

On  pourra  de  la  même  manière  faire 
difparoître  peu  à  peu  les  radicau;5C  du  dé- 
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nomînateiir  ,  quand   il   contient   plufieurs 
termes.  Soit  propofée  la  fraftion  ^.,^.^.,^3  , 

on  multipliera  d'abord  ces  deux  termes  par 

y       I     /     I     /  -+-j/ 10-1-1/24-1/? 

v/io+v/2  +  V}^  on  aura        ^_,^,    ^ 

Multipliant  enfuite  encore  ce  numérateur 

&  ce  dénominateur  par  f^-^-iyô  ,   on  a 

5  V  io-[-i  I V  z-}-9v  B+iV  ^o. 


CHAPITRE     IX. 

Des  Odes   &  de   l'extraciion  des  Racines 
cubiques. 

333- 

Jl  OUR  trouver  le  cube  d'une  racine 
a-\-b  y  on  ne  fait  que  multiplier  fon  quarre 
aa-j-ifl^-j"^^  encore  une   fois  par  a-^6  ^ 

aa-^-iab  -^bb 

a^b 

a'^'\-iaab-^abb 

^  aab-\-iabb-\-'b^' 

le  cube  fera=;a^-j~>^^^+3'^^^"i"^' 
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Il  renferme  donc  les  cubes  des  deux 
parties  de  la  racine ,  &  outre  cela  encore 
^aab-^-^abb  ^  quantité  qui  équivaut  à 
(^'iah).{a-\-b)  ^  c'eft- à-dire ,  au  triple  du 
produit  des  deux  parties  a&i  b  y  multiplié 
par  leur  fomme. 

334. 

Ainfi  toutes  les  fois  qu'une  racine  eft 
compofée  de  deux  termes ,  il  eft  facile  d'en 
trouver  le  cube  d'après  cette  regle.  Par 
exemple,  le  nombre  5=3-[-2  j  fon  cube 
eft  donc  ly-j-S-j-iS.  51^:125. 

Que  7-|-3i=io  foit  la  racine;  le  cube 
fera  3434-2.7-1-63.10=1000. 

Pour  trouver  le  cube  de  36 ,  on  fuppo- 
fera  la  racine  ^6:=}0~\-6,  &  on  aura  pour 
le  cube  cherché,  27000-1-2164-540.36 
:=  46656. 

335- 

Mais  fi  c'eft  au  contraire  le  cube  qui  eft 
donné,  favoir  a^'^^aab-\-}abb'^b^  ^  & 
qu'il  s'agifle  d'en  trouver  la  racine  ,  on  fera 
préalablement  les  remarques  qui  fuivent. 


D    A    L    G    E    B    R    E.  2^3 

D'abord  fi  le  cube  eft  ordonné  fuivant 
les  puiffances  d'une  lettre  ,  on  reconnoît 
facilement  par  le  premier  terme  a^ ,  le  pre- 
mier terme  a  de  la  racine  ,  puifque  le  cube 
en  eil:  a^;  fi  l'on  fouftrait  donc  ce  cube  du 
cube  propofé  ,  on  obtient  le  refte  ,  'i^aab 
4-3^^^+^  S  lequel  doit  fournir  le  fécond 
terme  de  la  racine. 

336. 

Mais  comme  nous  favons  d'avance  que 
ce  fécond  terme  eft  -f-^  ?  il  s'agit  princi- 
palement de  voir  comment  il  fe  déduit  du 
refte  fufdit.  Or  ce  refte  peut  être  exprimé 
par  deux  fafteurs  ,  comme  (^^aa-^-^ab 
^hb),{b);  fi  on  le  divife  donc  par  3^^ 
^^ab-\-hb y  c'eft  le  moyen  d'obtenir  la 
féconde  partie  de  la  racine, -["^>  qu'on 
demande. 

337. 

Mais  comme  ce  fécond  terme  ne  doit 
pas  être  fuppofé  connu ,  le  divifeur  eft  in- 
connu pareillement  j  cependant  nous  avons 

R4 
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le  premier  terme  de  ce  divifeur  ,  &  cela 
fuffit  ;  car  il  eft  ^aa  ,  c'eft-à-dire ,  le  triple 
du  quarre  du  pfemier  terme  déjà  trouvé , 
&  moyennant  cela  il  n'eft  pas  difficile  de 
trouver  auffi  l'autre  partie  ^  ,  &  de  com- 
pléter enfuite  le  divifeur  avant  qu'on  achevé 
la  divifion.  Il  faudra  pour  cet  effet  joindre 
à  3<2(2  le  triple  du  produit  des  deux  termes 
ou  -^ab  y  ^bb  o\x  le  quarre  du  fécond  terme 
de  la  racine» 

338. 

Appliquons  ce  que  nous  venons  de  dire 
à  deux  exemples  pour  d'autres  cubes 
donnés. 


-f-i  2i2a-|-48a-[-64 
-f-i  iaa-^4Sa-\-64 


O. 
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339- 

L'explication  que  nous  avons  donnée  fait 
le  fondement  de  la  regle  ordinaire  pour 
l'extraftion  des  racines  cubiques  des  nom- 
bres. Voici ,  par  exemple ,  le  plan  de  l'opé- 
ration pour  le  nombre  2197  : 

2^197  (104-3:1=15 

I  000 


300 

1197 

90 

9 

399 

I  197 

Ö. 


Faifons  encore  le  calcul  de  Textraftion 
de  la  racine  cubique  de  34965783  : 

34  9^5   783   (300+^0+7 

27  000  000 


270000 

i8gco 

400 

7 

965 

768 

703 

188400 

000 

307200 

6720 

49 

2 

'97 

785 

^1 5969 

L 

19:' 

78? 

0. 
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CHAPITRE     X. 

Des  Puijfances  plus  hautes  des  Qiianàtés 
complexes, 

340. 

.TTlpRes  les  quarrés  &  les  cubes  viennent 
des  puiffances  plus  hautes ,  ou  d'un  plus 
grand  nombre  de  degrés.  On  les  indique 
par  des  expofans  de  la  manière  que  nous 
avons  expliquée  plus  haut  j  il  faut  feule- 
ment obferver,  quand  la  racine  eft  com- 
plexe 5  de  l'enfermer  entre  deux  paren- 
thefes.  Ainfi  (a-|-^  )  '  fignifie  que  a-^b  eft 
élevé  au  cinquième  degré  ,  &  (a — by  in- 
dique la  fixieme  puixTance  de  a — b.  Nous 
ferons  voir  dans  ce  chapitre  le  dévelop- 
pement de  ces  puiffances. 

341. 

Soit  donc  a-^b  la  racine  ou  la  première 
puiffance ,  les  puiffances  plus  hautes  fe  trou- 
veront par  la  multiplication  de  la  manière 

qui  fuit  : 
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a\-b 

aa-^ab 

^ab     '^bb 

(a-fj^by  z^zaa-^- tab  -^bb» 
ct+b 


a'-^iaab-^  abb 
*-|-  aab-^-iabb  -j-/5 

(a'^by=^a^-^'^aab-^yabb  -|-^^ 


a'^-^ya^b'^^aabb'^  ab' 

-]-  a^'b-^^aabb-^-^ab^  +  ^^, 

(a'^by=:^a'^']-4a'b-\-6aabb  '\-4ab^  +  ^^ 
a^-]-4a^Ä-|-6a5^/^-^4aai^5+  ab* 


J9^  j4   L    Q    E    B    H    E.  l6^ 

»-j-    a^b-^-   ^a^  bb-^ioa'  b^ 
-\-loa-b'-\";,ab'-\-b^. 

(^a"\-by=a''\'6a'b'^  l<^a'bb^ioa' b^ 
^î^aab'-\-6ab'^b',  &c. 

342. 

On  trouve  de  même  les  puiflances  de 
la  racine  a — b  ,  &  on  va  voir  qu'elles  ne 
différent  des  précédentes ,  qu'en  ce  que  les 
termes  2^ ,  4^ ,  6^ ,  &c*  font  afFefliés  du 
figne   rrwins  : 

{a—by  —  a—b 
a—b 


aa — ab 
—ab-^-bb. 
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(a — by=zaa — lab  J^-bb 
a — b 


a' — xaab-Y^  abb 

—  aab-^iabb  — /5% 

(a — b)^=^a^ — ^aab-\-iabb  — b^ 
a-b 


a  "*  — 5  a  '  b-^-^aabb — ab  ^ 

—  a^b-^-^aabb — -^ab'  -^b^. 

{a—by=.a^~4aH'\'6aabb—j^ab^  -^b^ 
a-^b 

a  ^  — 4a  ""  b-^6a  '  bb — ^aab  ^ 
+  ab'' 

—  a^b-^4a'bb — 6aab^ 

^^ab'—bK 

»— — — ^— — — — — ^™^~'  '    »^— — ^ 

(a — by=.a^ — ^a^h'\-ioa'bb'—\Qaab^' 

4-   '^ab^—b' 
a—b 

c^ — ^a^b-^-ioa'^bb — loa^  b' 
-{-  ^aab^ — ab^ 

—  a^^-j-   ^a'^bb—ioa^b^ 
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(d— ^)  ^^pza^  —  6a^  b-^-  i^a'Lb  — loa^  b^ 

^i^aah'—6ab''-\-b''  ^  Sec. 
On  voit  ici  que  toutes  les  puiflances  im- 
paires de  b  reçoivent  le  figne  ~ ,  tandis 
que  les  puiflances  paires  gardent  le  fio-ne 
4"-  La  raifon  en  eft  évidente  ;  car  puifque 
dans  la  racine  fe  trouve  —  b^  les  puiflances 
de  cette  lettre  monteront  de  cette  manière  : 
—  b,  ^hb,  -3%  +^S  -i^^^h\i>,i 
&  il  efl:  clair  par-là  que  les  puifl^ances  paires 
doivent  être  affeftées  du  figne  +,  &  les 
impaires  du  figne  contraire  — . 

343- 

Il  fe  préfente  ici  une  qneffion  importante  ^ 
c'eft  comment ,  fans  continuer  le  calcul  de 
la  même  manière  dans  toutes  les  formes, 
on  pourroit  trouver  toutes  les  puiflïances 
tant  de  a-^-b  ^  que  de  a — b.  Nous  remar- 
querons avant  toutes  chofes ,  que  fi  on  eft 
en  état  d'afligner  toutes  les  puiflances  de 
û-|-A  ,  celles  de  a — b  font  toutes  trouvées , 
puifqu  on  n'a  qu'à  changer  les  fignes  des 
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termes  pairs ,  c'eft-à-dire  du  fécond,  öü 
quatrième ,  du  fixieme  terme ,  &c.  Le  prin- 
cipal revient  donc  à  établir  une  regle  , 
d'après  laquelle  toute  puiflancé  de  a-\-b  , 
quelque  haute  qu'elle  foit ,  puifîe  être  dé- 
terminée fans  qu'il  foit  néceffaire  de  faire 
\é  calcul  pour  toutes  celles  qui  la  précèdent. 

344. 

Or  obfervons  que  fi  dans  les  puiiTancesi 
déterminées  ci-defTus  on  fait  abftraftion 
des  nombres  qui  précèdent  chaque  terme  ^ 
&  qu'on  nomme  les  coeßiciens  ,  il  regne 
dans  tous  ces  termes  un  ordre  remarqua- 
,J)le  ;  d'abord  on  voit  le  premier  t^rme  a 
de  la  racine  élevé  à  la  puifTance  même 
qu'on  demande  j  dans  les  termes  fuivans 
les  puiffances  de  a  diminuent  continuelle- 
ment de  l'unité ,  les  puiffances  de  b  augmen- 
tent d'autant  \  de  forte  que  la  fomme  des 
expofans  de  a  &  de  />  efl  toujours  la  même 
&  égale  au  nombre  du  degré  demandé , 
&  à  la  fin  fe  trouve  le  terme  b  feul  élevé  à 

la 
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la  même  puiffance.  Si  Ton  demande  donc 
la  dixième  puiffance  de  a-\-l> ,  on  eft  sûr 
que  les  termes  dégagés  des  coëfficiens  fe 
luivront  dans  Tordre  que  voici  :  a'%  a^  b  , 
àbby  ab'yéb'y  a'b'  ^  a'b'^  a> b'  ^ 
a-b\  ab\  h'\ 

345. 

Il  refte  donc  à  faire  voir  comment  on 
doit  déterminer  les  coëfficiens  qui  appar- 
tiennent à  ces  termes  ,  ou  les  nombres  par 
lefquels  il  faut  multiplier  ces  termes.  Or 
quant  au  premier  terme ,  fon  coefficient  eft 
toujours  l'unité  ;  &  quant  au  fécond  , 
fon  coefficient  eft  conftamment  Texpofant 
même  de  la  puiffance  \  mais  pour  ce  qui 
regarde  les  autres  termes  ,  il  n'efl:  pas  fî 
facile  d'obferver  un  ordre  dans  leurs  coëf- 
ficiens. Cependant  fi  l'on  continue  encore 
ces  coëfficiens ,  on  ne  laiffera  pas  d'apper- 
cevoir  auffi  une  loi  ,  moyennant  laquelle 
on  pourra  aller  auffi  loin  qu'on  voudra,  Cell 
ce  que  la  table  fuivante  fera  voir. 
Tom^  h  S 
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I.  puifT,  coëfficiens  1,1 

I  I.     I  5  2:  ,  I 

m. 1,3.35! 

IV. 1,4,6,4,1 

V.  1,5,10,10,5,1 

VI.  1,6,15,20,15,6,1 

VII.  —  1,7,21,35,35,21,7,1 

VIII.  —  1,8,28,56,70,56,28,8,1 

IX.  i  ,9,36,84,1 26, 1 26,84,3  0,95! 

X.  1,10,45 ,120,210,252,210,120,45,10,1 
&c. 

On  voit  donc  que  la  dixième  puiffance 
de  a'\-b  fera  : 

-}-2 5  2a  ^  ^  ^ "|-2 1  oa^i^ ^ -j- 1  20a ^  >5"-j-4 5 a' ^^ 

346. 

Il  faut  remarquer  à  l'égaid  de  ces  coëf- 
ficiens ,  que  pour  chaque  puiffance  leur 
femme  doit  être  égale  au  nombre  2  élevé 
à  la  même  puiffance.  Qu'on  faffe  az=:i 
&  />:=:=:  I  ,  chaquc  terme ,  abftraftion  faite 
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du  coefficient,  leraiz^i  ;  par  conféquent 
ce  fera  fîmplement  la  fomme  des  coeffi- 
ciens  qui  indiquera  la  valeur  de  la  puif- 
fance  ;  cette  Ibmme  dans  l'exemple  pré- 
cédent efl:  1024  ,  &  en  effet  (i  +  O'" 

=  2'°=:I014. 

11  en  eft  de  même  des  autres  puiflances  j 
on  a  pour  la 

I.^  1+1=2=2', 

III.^   i+3+}+i-8=2S 
IV.^   1+4+6+4+1  =  16=2% 

V-'  1+5  +  ^0+10+5+1=3^=^% 
Vl.^  1+6  +  15  +  20+15+6+1  =  64 

=  2% 

VII,e  i+7  +  .,+j5+35  +  ,i+7+i 
=  128  =  2%  &c. 

347- 

Une  autre  remarque  à  faire  au  fujet  de 
ces  coëfficiens ,  c'eft  qu'ils  croiffent  depuis 
le  commencement  juiqu'au  milieu ,  &  qu'en- 
fuite  ils  décroiffent  dans  le  même  ordre. 

S  2 


<: 


17Ö 
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Dans  les  puiflances  paires  le  plus  grand 
coefficient  efl:  exaftement  au  milieu  ;  mais 
dans  les  puiflances  impaires  ,  on  voit  deux 
.coëfEciens  égaux  &  plus  grands  que  les 
autres  qui  fe  trouvent  au  milieu  ,  &  qui 
appartiennent  aux  termes  moyens. 

Quant  à  l'ordre  de  ces  coëfficiens  ,  il 
mérite  une  attention  particulière  j  car  c'eft 
dans  cet  ordre  même  qu'on  trouve  les 
moyens  de  les  déterminer  pour  une  puif- 
fance  quelconque  ,  fans  pafler  par  les  pré- 
cédentes. Nous  allons  en  donner  la  mé- 
thode 5  en  en  rélérvant  cependant  la  dé- 
monftration  pour  le  chapitre  fuivant. 

348. 

Pour  trouver  les  coefficiens  d'une  puif- 
fance  propofëe ,  par  exemple ,  la  feptieme , 
on  écrira  les  fraftions  c[ui  fuivent  l'une 
après  l'autre  :  .:,uij.  jh. 


2 


On  voit  dans  cet  arrangement  que  les 
numérateurs  commencent  par  l'expofant  de 
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la  puilî^nce  qu'on  demande,  &  qu'ils  dimi- 
nuent fucceffivement  de  l'unité  pendant 
que  les  dénominateurs  fe  fuivent  dans  l'or- 
dre naturel  des  nombres  ,  1,2,3,4,  &:c. 
Or  le  premier  coefficient  étant  toujours  1  , 
la  première  fraftion  donne  le  fécond  coef- 
ficient. Le  produit  des  deux  premières 
fractions  ,  multipliées  l'une  par  l'autre  , 
repréfente  le  troifieme  coefficient.  Le  pro- 
duit des  trois  premières  fraftions  repréfente 
le  quatrième  coefficient ,  &  ainfî  de  fuite. 

Ainfi  le  premier  coefficient  =  i  ;  le  fé- 
cond =7  =7;  le  troifieme  =  j-.-  =  21  ; 

le  quatriemei=  7.7-7=  35  '  '^  cinquième 
zz=^.^.^i=3  5;  le  fixieme=7.^^.j.f- 
:=::  2  ï  j  le  fcptieme  :=  2 1  »|  =  7  j  le  hui- 
tième :=  7,^^=1. 

349- 

On  a  donc  pour  la  féconde  puifiance 
les  deux  fraftions^.^,  d'où  il  s'enfuit  que 
le  premier  coefficient  =  i  ;  le  fécond  ü:^  7 

:::::=:  2  3    &   le  troilîeme  :::::=:  2  .  -  ^:^  J . 

S3 
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La  troifieme  puifîance  fournit  les  frac- 
tions -.-.-  ;  donc  le  premier  coefficient 
r=i  5  le  fécond  1=^=3  ;  le  troifieme  =  3 
.-  ==  3  j  le  quatrième  =  \.\.-  =  i . 

On  a  pour  la  quatrième  puiffance  ces 
fraftions-ci,  ^.|.-.- j  par  conféquent  le 
premier  coefficient  =  1  ^  le  fécond  ^  1=4  j 
le  troifieme  \,\  =6  ;  le  quatrième  y.|.  j  =:^4 , 
&  le  cinquième  ^.|-.j.^  =  i. 

350. 

Cette  regle  nous  procure  donc  évidem- 
ment l'avantage  de  n'avoir  pas  befoin  de 
connoître  les  coëfficiens  précédens ,  &  de 
trouver  au  contraire  fur  le  champ ,  pour 
une  puiffance  quelconque  ,  les  coëfficiens 
qui  lui  font  propres^ 

Ainfi  pour  la  dixième  puiffance  on  écrira 

les  rracaons  y ,  ä?7>4M'6^7?8?9? 
~  5  moyennant  quoi  l'on  trouve 
le  premier  coefficient  1:=  1 , 

le  fecond:i=Y:=io, 
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le  troiiîeme  =r  i  o.|  :=  4  5  , 
le  quatrième  =  45.7  :=  I  20, 
le  cinquième  :z=  1  20.^  =:=:  2 1 o  , 
le  fixieme  =^  210.7:=  252  , 
le  feptieme  =1:  252.1=^210,  • 
le  huitième  =:  210.^  =  120, 
le  neuvième  1=  i  20.3  =^  4  5  , 
le  dixieme:==  4^.^  =:io  , 
le  onzième  ::==  lo.;^::^!. 

351. 

On  peut  auffi  écrire  ces  fraftions  telles 
qu'elles  font,  fans  en  calculer  la  valeur  , 
&  il  eft  facile  de  cette  manière  d'écrire  une 
puiffance  quelconque  de  a-\-b  ^  quelque 
haute  qu'elle  foit.  G'eil  ainfi  que  la  cen- 
tième puiffance  de   a-\-b  fera  (^-j-^)''"' 

+^^4"^^''^'  +  ,  &c.  d'où  il  eft  aiie 
de  conclure  quelle  fera  la  loi  des  termes 

fuivans. 

s  4 
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CHAPITRE     XL 

De  la  permutation  des  Lettres  ,  fur  laquelle 
fe  fonde  la  démonflration  de  la  Regle 
précédente. 

352. 


s 


I  on  remonte  à  Torigine  des  coëfficiens 
dont  nous  venons  de  nous  occuper,  on 
trouvera  que  chaque  terme  fe  préfente 
autant  de  fois  qu'il  eftpoffible  de  tranfpofer 
les  lettres  qui  compofent  ce  terme  ;  ou  bien, 
pour  nous  exprimer  d'une  autre  manière  , 
que  le  coefficient  de  chaque  terme  eft  égal 
au  nombre  des  permutations  que  fouffrent 
les  lettres  dont  ce  terme  eft  compofé.  Dans 
la  féconde  puifîance ,  par  exemple  ,  le  terme 
j^  eft  pris  deux  fois,  c'eft-à-dire  que  fon 
coefficient  eft  2  3  &  on  peut  en  effet 
changer  doublement  l'ordre  des  lettres  qui 
compofent  ce  terme  ,  puifqu'on  peut  écrire 
üb  &c  bas  \q  terme  a  a  au  contraire  ne  fe 
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préfente  qu'une  fois ,  parce  que  Tordre  des 
lettres  ne  peut  fubir  aucun  changement  ou 
permutation.  Dans  la  troifieme  puiflance 
de  a-^b  ,  le  terme  aah  peut  s'écrire  de  trois 
manières  différentes  ,  aah  ,  aha  ,  haa  ;  auffi 
le  coefficient  eft-il  3.  De  même  dans  la 
quatrième  puiflance  le  terme  a'/5  ou  aaab  , 
admet  les  quatre  difpofîtions  différentes  , 
aaab  ,  aaba,  abaa  y  baaa;  c'ell:  pour- 
quoi fon  coefficient  elT:  4.  Le  terme  aahb 
fouffre  fix  permutations ,  aabb ,  abba  y  baba, 
ab  ab  y  bbaa  y  baab  y  &  fon  coefficient  eft  6. 
Il  en  eft  de  même  dans  tous  les  cas. 

353- 

En  effet  fi  l'on  confidere  que  la  quatrième 
puiffance  ,  par  exemple  y  d'une  racine  quel- 
conque compofée  même  de  plus  de  deux 
termes ,  comme  (  a'\-b-\-c-\-d)  ^ ,  fe  trouve 
en  multipliant  ces  quatre  fafteurs ,  I.  a-\-b 
+c-\-dy  IL  a-f  ^+c+c/;  IIL  a-f  ^+c+^y 
IV.  a-^-b-^c-^J y  on  peut  voir  aifément 
que  chaque  lettre  du  premier  fafteur  doit 


iSi  Elemens 

fe  multiplier  par  chaque  lettre  du  fécond , 
enfuite  par  chaque  lettre  du  troifieme  ^  & 
enfin  encore  par  chaque  lettre  du  qua- 
trième. 

11  faut  donc  non-feulement  que  chaque 
terme  foit  compofé  de  quatre  lettres ,  mais 
auffi  qu'il  fe  préfente  ou  qu'il  entre  dans  la 
fomme  autant  de  fois  que  ces  lettres  peu- 
vent être  difpofées  différemment  entr'elles , 
d'où  provient  enfuite  fon  coefficient. 

3  54- 

II  importe  donc  beaucoup  ici  de  favoir 
de  combien  de  manières  différentes  un 
nombre  donné  de  lettres  peuvent  être  dif- 
pofées entr'elles.  Et  il  faudra  dans  cette  re- 
cherche faire  attention  fur-tout  fi  les  lettres 
dont  il  s'agit  font  les  mêmes  ou  diverfes. 
Quand  elles  font  les  mêmes ,  il  ne  peut  y 
avoir  de  permutation ,  &  c'efl  aufîî  pour- 
quoi les  puiffances  fimples ,  comme  a%  a^ , 
a^ ,  &c.  ont  toutes  l'unité  pour  coefficient. 


j 
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•         355- 

Nous  fuppoferons  d'abord  toutes  les 
lettres  diverlès  ;  &  en  commençant  par  le 
cas  le  plus  fimple  ,  de  deux  lettres  ou  ab  ^ 
nous  voyons  que  ce  font  évidemment  deux 
tranfpofitions  qui  peuvent  avoir  lieu ,  favoir 
ab  y  ba. 

Si  nous  avons  trois  lettres,  abc  y  à  confi- 
dérer  ,  nous  remarquons  que  chacune  des 
trois  pourroit  prendre  la  première  place, 
tandis  que  les  deux  autres  admettroient 
deux  permutations.  Car  fi  a  eft  la  première 
lettre  ,  on  a  les  deux  difpofitions  abc ,  acb  ; 
fi  è  eft  à  la  première  place ,  on  a  les  dif- 
pofitions bac  y  bca  ;  enfin  fi  c  occupe  la  pre- 
mière place  ,  on  a  de  même  deux  difpo- 
fitions ,  favoir  cab- ,  cba.  Et  par  conféquent 
le  nombre  total  des  difpofitions  efl:  3.2^=6. 

Si  on  a  quatre  lettres  ,  abcd^  chacune 
peut  occuper  la  première  place  \  &  dans 
chacun  de  ces  cas  les  trois  autres  peuvent 
former  fix  difpofitions  diiTérentes  ,  comme 


284  È   L    é    M    È    N    s 

nous  venons  de  voir.  Le  nombre  total  des 
permutations  eft  donc  4.61=  1  ^:^j^,  3.2.1. 

Si  on  a  cinq  lettres ,  abcde  ^  chacune 
des  cinq  pouvant  également  fe  trouver  la 
première ,  &  les  quatre  autres  fouffrir  vingt" 
quatre  permutations,  il  s'enfuit  que  le  nom- 
bre total  des  permutations  fera  5. 241:=  120 
=  j.4,3.2.i. 

356. 

Quelque  grand  par  conféquent  que  foit 
le  nombre  des  lettres ,  on  voit  affez  que , 
pourvu  qu'elles  foient  toutes  différentes , 
il  eft  facile  de  déterminer  le  nombre  de 
tontes  les  permutations ,  &  qu'on  pourra 
faire  ufage  de  la  table  fuivante  : 
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Nombn  des  Lettres  :  Nombre  des  Permutations  : 

2.1  zzz:  2, 


IL 

in. 3.2.1  z=i:  6. 

—  4.3,2.1  :z:=  24. 

5.4.3.2.1  zz^  120. 


IV, 
V. 


VI. 6.5.4.3.2.1  1=  720* 

VII. 7.6.5.4.3.2.1  111=  5040. 

VIII. 8.7.6.5.4.3,2.i  1=  40320. 

IX. 9.8.7.6.5.4.3.2.1  =:=::  362880. 

X.  10. 9.8. 7.6.5. 4.3. 2.1  =  3628800« 

357-  ^ 

Mais  comme  nous  l'avons  infînué  ,  les 
nombres  de  cette  table  ne  peuvent  s'em- 
ployer que  dans  les  cas  où  toutes  les  lettres 
font  difTérentes  ;  car  fi  deux  ou  plufieurs 
d'entre  elles  font  femblabies,  le  nombre 
des  permutations  devient  beÄcoup  moin- 
dre j  &  fi  toutes  les  lettres  font  les  mêmes, 
on  n'a  qu'une  feule  difpofition.  Nous  allons 
doflc  voir  comment  les  nombres  de  la  table 
doivent  être  diminués  fuiyant  le  nombre 
des  lettres  femblabies. 
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358. 

Quand  deux  lettres  font  données  y  &  que 
ces  lettres  font  les  mêmes ,  les  deux  difpo- 
fitions  fe  réduifent  à  une  feule ,  &  par  confé- 
quent  le  nombre  que  nous  avions  trouvé 
ci-deffus  fe  réduit  à  la  moitié ,  c'eft-à-dire 
qu'il  faut  le  divifer  par  2.  Si  on  a  trois  lettres 
femblables ,  on  voit  fix  permutations  fe  ré- 
duire à  une  feule  j  d'où  il  fuit  que  les  nombres 
de  la  table  doivent  être  divifés  par  6=3 .2.  i . 
Et  par  une  raifon  femblable ,  fi  quatre  lettres 
font  les  mêmes ,  il  faudra  divifer  les  nom- 
bres trouvés  par  24  ou  par  4.3.2.1  ,  &c. 

11  eft  donc  facile  maintenant  de  déter- 
miner ,  par  exemple ,  de  combien  de  per- 
mutations les  lettres  aaahhc  font  fufcep- 
tibles.  Elles  font  au  nombre  de  fix  ,  &  par 
conféquent  h  elles  étoient  toutes  diffé- 
rentes,  elles  admettroient  6.5. 4.3,2.i  per- 
mutations. Mais  puifque  a  fe  trouve  trois  fois 
dans  ces  lettres ,  il  faudra  divifer  ce  nombre 
de  permutations  par  j .  2 .  i  5  &  puifque 
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h  le  rencontre  deux  fois ,  il  faudra  encore 
divifer  par  2 .  i  ;  le  nombre  des  permuta- 
tions cherché  fera  doncz=z-~^J^czi:  5.4.3 

3  59- 

Il  nous  fera  donc  facile  à  préfent  de 
déterminer  les  coëfnciens  de  tous  les  termes 
d'une  puiffimce  quelconque.  Nous  en  don- 
nerons un  exemple  fur  la  feptieme  puifTance 

Le  premier  terme  efl:  a\  qui  ne  fe  ren- 
contre qu'une  fois  ;  &  comme  tous  les  autres 
termes  ont  chacun  fept  lettres ,  il  s'enfuit 
que  le  nombre  de  toutes  les  permutations 
pour  chaque  terme  feroit  7.6.5.4.3.2,1  ,  fi 
toutes  les  lettres  étoient  diffemblables.  Mais 
puifque  dans  le  fécond  terme  a^bon  trouve 
fix  lettres  femblables ,  il  faudra  divifer  ce 
produit-là  par  6.5.4.3.2.1  ,  d'où  il  fiiit  que 
le  coefficient  efl: 


.6.V4.3.2.1 


6.5.4.3.2.1        i' 
Dans  le  troifieme  terme  a^  bb  ,  on  trouve 

cinq  fois  la  même  lettre  a  /  &  deux  fois  la 
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même  lettre  b  ,•  il  faut  donc  divifer  ce  nom- 
bre d'abord  par  5.4.3.2.1  ,  &  enfuite  en- 
core par  2.1;  d'où  réfulte  le  coefficient 

5.4.3.1.1. 1.2       1.2* 

Le  quatrième  terme  a^b^  contient  quatre 

fois  la  lettre  a ,  &  trois  fois  la  lettre  h  y  par 
conféquent  le  nombre  total  des  permuta- 
tions de  fept  lettres  ,  doit  être  divifé  en 
premier  lieu  par  4.3.2.1  ,  &  en  fécond  lieu 
par  3.2.1  5  ou  par  1.2.5  ,  &le  fécond  coef- 
ficient devient  ='^^^=.'^. 

4,;,  .2.  1.1. 2.5  l.^L.jJ 

On  trouvera  de  la  même  manière  ^-^-^-^^ 

1 .2.3.4 

pour  le  coefficient  du  cinquième  terme ,  & 
ainfi  des  autres  ;  au  moyen  de  quoi  la  regle 
donnée  plus  haut  fe  trouve  démontrée  (*). 

360. 

(*)  Souvent  au ffi  on  tîre  de  la  théorie  des  Combinai' 
fins  les  règles  qu'on  vient  de  voir  pour  la  détermination 
des  coëfficiens  des  termes  de  la  puiflance  d'un  binôme  ; 
c'eft  peut-être  avec  quelque  avantage  ,  parce  que  tout  fô 
rapporte  alors  à  une  feule  formule. 

Pour  indiquer  d'abord  en  palfant  la  différence  qui  eft 
entre  les  permutations  &.  les  combinaifons  ,  remarquons 
que  dans  celles-là  on  demande  de  combien  de  minieres 
différentes ,  par  exemple ,  l^s  lettrçs  qui  compofent  une 

certaine 
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•  360. 

Ces  confidérations  nous  conduifent  en- 
core plus  loin,  &  nous  montrent  auffi  com- 
ment on  doit  trouver  toutes  les  puiflances 


certaine  formule  peuvent  changer  de  place  >  au  lieu  que 
dans  les  combinaifons  on  demande  combien  de  fois  ces 
lettres  peuvent  être  prifes  ou  multipliées  enfemble  une  à 
une  ,  deux  à  deux  ,  trois  à  trois. 

Qu'on  ait ,  par  exemple  ,  la  formule  ahc  ,  on  a  vu  que 
les  lettres  qui  la  compofent  fouffrent  fix  permutations  , 
favoir  ahc ,  ach  ,  hac  ,  bca  ,  cah ,  cha.  Mais  s'il  s'agit  des 
combinaifons  ,  je  dis  que  fi  on  prend  ces  trois  lettres 
une  à  une  ,  on  a  trois  combinaifons ,  favoir  <2  ,  é  &  c.  Que 
fi  on  les  prend  deux  à  deux  ,  on  a  les  trois  combinaifons 
ûh  ^  ac  ßc  bc.  Enfin  ,  que  fi  on  prend  ces  trois  lettres 
trois  à  trois  ,  on  a  la  feule  combinaifon  abc. 

Or  de  même  qu'on  prouve  que  s  chofes  différentes 
admettent  1.2. 3. 4.- 5  permutations  différentes ,  &  que  fi 
de  ces  5  chofes  il  y  en  a  r  égales ,  le  nombre  des  per- 
mutations eft  ''"'^'"^"^  ;  on  prouve  auffi  que  %  chofes  peu- 
vent fe  prendre  r  à  r ,  le  nombre  -•'~'-^~^~^"'"*"'  de  fois , 
—    —  1.2.3-r 

eu  que  de  ces  5  chofes  on  peut  en  prendre  £  d'autant 
de  -manières  différentes.  Cela  fait  que  fi  on  nomme  <; 
l'expofant  de  la  puifTance   à  laquelle  on  veut  élever   le 

Tome   /.  T 
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des  racines  qui  font  compofées  de  plus  de 
deux  termes  (*).  Nous  en  ferons  l'appli- 
cation à  la  troifieme  puiffance  de  a-^h-^c , 
dont  les  termes  doivent   être  formés  de 

binôme  a-\-b ,  &  r  l'expofant  de  la  lettre  h  dans  un  terme 
quelconque,  ç'eft  toujours  cette  formule  ^•^•~'-^-y"^-^+' 
qui  exprime  le  coefficient  de  ce  terme.  Aînfi  dans  l'exem- 
ple de  cet  article  359  ou  5~7  ,  on  a  pour  le  troifieme 

terme  a^bh ,  l'expofant  r— 2  ,  &  par  conféquent  le  coéf- 

^  .  -.6 

ncient=:  — ;. 

Pour  le  quatrième  terme  on  a  r— 3    &  le  coefficient 

zi~^  s  &  ainfi  de  fuite.    Ce  font ,  comme  on  voit ,  les 
1.2.3  '  '  » 

mêmes  réfultats  que  par  les  permutations. 

On  a  des  traités  complets  &  étendus  fur  la  théorie  des 
combinaifons ,  qu'on  doit  à  Meffieurs  Fremde ,  de  Mon- 
mort,  Jacques  Bemoulli ,  &c.  Ces  deux  derniers  ont  appro- 
fondi cette  théorie ,  relativement  à  fon  grand  ufage , 
dans  le  calcul  des  probabilités  ,  calcul  qui  mériteroit  bien 
qu'on  en  eût  un  traité  élémentaire  en  françois  ,  non- 
feulerr.ent  à  caufe  des  nombreufes  applications  qu'on  ea 
fait  aujourd'hui ,  mais  auffi  parce  qu'il  exerce  l'efprit  plus 
que  tout  autre  ,  &  de  la  manière  la  plus  agréable. 

(*)  On  nomme  ces  racines  ou  ces  quantités  compo- 
fées de  pljs  de  deux  termes ,  des  polynômes  ,  pour  les 
diftinguer  des  binômes  ou  des  quantités  complexes  à  det« 
termes. 
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toutes  Jes  combinailbns  poffibles  de  trois 
lettres ,  &  où  chaque  terme  doit  avoir  pour 
coefficient  ,  comme  ci-delTus,  le  nombre 
de  ks  permutations, 

La  troifieme  puiflance  de  (^+^"|-^)^ 
fera ,  fans  pafler  par  la  multiplication ,  a  ^ 
-|- 3  j ai5 -|- 3 ajc -j- 3  a/'^ -|- 6a^c -|- 3  jcc -J-Â  ^ 
-|- 5  i'i5c-[- 3  £cc-[-c  ^ 

Suppofons  j=ri  ,  b=i ,  c^=z\ ,  le  cube 
de  i-f-i-f-i ,  ou  de  3  ,  fera 

Ce  réfultat  eft  jufte  &  confirme  la  regle. 

Si  l'on  avoir  fuppofé  az^i  ,  b=.i  & 
c:=— I  5  on  auroit  trouvé  pour  le  cube 
de  i-f-i-^^i  )  c'eft-à-dire  de  i 
1+3— 3+3— 0+3+ï— 3+3— 1=1- 
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CHAPITRE     XII. 

Du  Développement  des  Puijfances  irration- 
nelles par  des  fuites  infinies. 


c 


361. 


OMME  nous  avoös  fait  voir  de  quelle 
inaniere  on  doit  trouver  une  puiffance  quel- 
conque de  la  racine  a-\-b  y  quelque  grand 
que  foit  l'expofant ,  nous  fommes  en  état 
d'exprimer  généralement  la  puiffance  de 
a-\-b ,  dont  l'expofant  feroit  indéterminé» 
H  efl:  évident  que  fi  on  indique  cet  expofant 
par  n  y  on  aura  par  la  regle  donnée  plus 
haut  (  art.  3  48  &  fuiv.  )  : 


n-i      n-i 

•  '         •        - 

-     3 
&c. 


362. 

Que  fi  on  demandoit  la  même  puiffance 
de  la  racine  a — h ,  on  ne  feroit  que  changer 
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les  figncs  du  fécond,  quatrième  ,  fxleme  ^ 
Sec.   terme,  &:  on  auroit   (a  —  by^izza" 

a-  'b-\--, — a       h-  —  -, — . — -a-^ô^ 

1  112  ^       '      3 

+  n      n-i      n-z     n-2      ,_^  ;  v  n, 

*         -  3  4 

Ces  formules  font  d'une  utilité  infigne  ; 
car  elles  fervent  aulîî  à  exprimer  toutes 
les  efpeces  de  radicaux.  Nous  avons  fait 
voir  que  toutes  les  quantités  irrationnelles 
peuvent  fe  mettre  fous  la  forme  de  puif- 
fances  dont  les  expofans  font  rompus ,  & 

que   y/âzzza^  ,     y/a=^a'  ,  Sc  y  az=a^  , 
&:c.  on  aura  donc  auffi 

&  v/^(a+/^)  =  (a+^f ,  &c. 

Cell:  pourquoi ,  fi  l'on  veut  trouver  la 
racine  quarrée  de  a--\-è  ,  on  n'a  befoin  que 
de  fubftituer  à  Texpcfant  n  la  fraction  ~ 
dans  la  formule  générale  de  fart.  3-51  ,  & 
on  aura  d'abord  pour  les  coëfficiens, 

T  3 
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F     2  '    a  4  '  "F —     6'  ~T —    S"; 

'*-4 7  .    ^1-5 .  9       17    r  •*  1  - 

—  ——To^   "6~=— Ti-   Enfuire   a  =a* 

_V/a&a  —^5  a  =  — ;a  =j^^ 
&c.  ou  bien  on  pourra  exprimer  ces  puif- 
fances  de  a  de  cette  autre  manière  :  a  =y/a  ; 

^     — T'^      =  —  = -T"j   ^      =1 
a  a  a 

364. 

Cela  pofé,  la  racine  quarrée  àe  a-^b 
pourra  s'exprimer  de  la  manière  qui  fuit  : 

v/(a+^)  = 

^  '2a  2,4  a«      1246  j 

365. 

Si  donc  a  eft  un  nombre  quarre  ,  on 
pourra  aflîgner  la  valeur  de  y  a  ,  &  par 
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conféquçnt  la  racine  quarrée  de  a-\-h  pourra 
être  exprimée  par  une  fuite  infinie  fans  au- 
cun figne  radical. 

Soit,  par  exemple  ,   a  =  (:c  ,  on  aura 

y/a=c;  donc  v/(cc+^)=c -h^;-^ 

On  voit  par-là  qu'il  n'eft  aucun  nom- 
bre dont  on  ne  puiffe  extraire  la  racine 
quarrée  de  la  même  manière  \  puifque  tout 
nombre  peut  fe  décompofer  en  deux  par- 
ties ,  dont  l'une  foit  un  quarre  repréfenté 
par  ce.  Si  on  cherche  ,  par  exemple  ,  la 
racine  quarrée  de  6,  on  fera  6:=4-j-2, 
par  conféquent  cczizi^^  cziizi ,  l?z=ii  •  d'où 
refaite  v/6=2 +i-^ +  ^-;4-^  &c. 
Si  on  vouloit  ne  prendre  que  les  deux 
premiers  termes  de  cette  fuite  ,  on  auroir 
2^  =  7,  dont  le  quarre  ^  eft  de  ^  plus 
grand  que  6  j  mais  fi  on  confidere  trois' 
termes  on  a  i  ^^iffjdont  le  quarre^ 
eft  encore  de  tt^  trop  petit. 

T  4 
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366. 

Puifque  dans  cet  exemple  ^  approche 
beaucoup  déjà  de  la  valeur  vraie  de  y  6 , 
nous  prendrons  pour  6  la  quantité  équiva- 
lente 'j  —  \hmÇxcc  =  ^j',c=l  ;  h=—\y 
&  calculant  feulement  les  deux  premiers 

termes ,  nous  trouvons  \/6  =z~-\-\.^ 

=  a-  — r-V=i— ^  =  ro5   î^  q^arré  de 

cette  fraftion  étant  ^,  ne  furpafle  que  de 
^-  le  quarre  de  y  6. 

Faifant  maintenant  6  =  -^  —  —  ,  de 
forte  que  c  =  g&^'zz=:— ^  j  &  ne  pre- 
nant encore  que  les  deux  premiers  termes , 

/  jT         49     I    I  400 49  I     400 49 

on  a  V6=f^-Y-.—^=-  —  -.^==r. 

— ,760=79«;  >  dont  le  quarre  eft  =  ^i^^- 
Or  6  réduit  au  même  dénominateur  eft 
=^^°  5  l'erreur  n'eft  donc  plus  que  de 

I 

3841600* 


D    A    L    G    E    B    R    E.  l^J 

367. 

On  pourra  de  la  même  manière  expri- 
mer la  racine  cubique  de  a-\-è   par  une 

férié  infinie.  Car  puilque  y  (a-\-l?):==:(a-\-i)^  5 

on  aura  dans  la  formule  générale  72=^  ; 

&  pour  les  coëfficiens,  7:=7  ;  "T'^^== — 75 

3  9   '     4  3  '     5  15   ' 

quant  aux  puiffances  de  ^ ,  on  aura  a"z=\/ai 
\A  .   a""'-  ^  V^  •  /"'  ^  }A   &C. 


a  aa  a' 

donc  >/(a+^)zizv/a+j.^— —  ^.^^ — 

368. 

Si  donc  a  eft  un  cube,  ou  a  =  c%  on 

a  y  az=.c ,  &  les  fignes  radicaux  s'éva- 
nouiront \  car  on  aura 
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369- 

Voilà  donc  une  formule ,  au  moyen  de 
laquelle  on  pourra  trouver/?^/-  approxima-* 
don ,  comme  on  dit,  la  racine  cubique  d'un 
nombre  quelconque  ;  puifque  tout  nombre 
peut  fe  partager  en  deux  parties  ,  comme 
c^-j-^ ,  dont  la  première  foit  un  cube. 

On  voudroit ,  par  exemple  ,  déterminer 
la  racine  cubique  de  2  ;  on  repréfentera 
2  par  i-|-i  ,  de  façon  que  c=:^i  &  ^i:::=i  , 

par  conféquent  y  2:=i-f- - — ^H"^»^^- 
les  deux  premiers  termes  de  cette  fuite  font 
1  ^  =  ^  5  dont  le  cube  ^  eft    trop    grand 

de  ^.  Qu'on  faffe  donc  ^^:^  — 17  ,  on 
aura  c=:j&c  bz^ —  ^  ,  &  par  conféquent 

V  2 ;=--}- -.-4.    Ces    deux    termes   font 
▼  3   I  3    16 

1— 4=';^,  dont  ie  cube  eft  I^.    Or   2 

3  /^         7^  '  373MÖ 

f    =hS  '  ^i"^'  l'erreur  eft  ^.  Et  voilà 
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comment  on  pourra  approcher  toujours  da- 
vantage ,  &  d'autant  plus  vite  qu'on  pren- 
dra un  plus  grand  nombre  de  termes  (*). 

(*)  M.  HalUy  a  donné  dans  les  Tranfaflions  philofo" 
pkiques  de  1694  une  méthode  très-belle  &  très- générale 
pour  extraire  par  approximation  les  racines  d'un  degré 
quelconque,  Monfieur  Halley  prouve   qu'on   a  générale- 

»^ /~^  n 

ment  n/  m  \    .^'^zl^x     V r-  4- ^ :' 

Ceux  qui  ne  feront  pas  à  portée  de  confulter  les  Tran-^- 
fdHlons  phUofophlques  ,  trouveront  des  éclairciflemens  fur 
la  formation  &  far  les  ufages  de  cette  formule  ,  dans  la 
nouvelle  édition  des  Leçons  élémentaires  de  Mathématiques 
de  M.  l'Abbé  de  h  CailU ,  publiées  par  M.  l'Abbé  Maris. 
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CHAPITRE     XII L 

Du  Développement  des  Puißances  négatives. 

370. 

1^  o  u  S  avons  fait  voir  plus  haut  qu'on 

peut  exprimer  -  par  a"'  j  on  peut  donc  de 

même  exprimer  ^  par  (cL-^-è)"'  j  de  forte 

que  la  fraftion  ^^  peut  être  regardée 
comme  une  puiffance  de  a-\-lf ,  c'eft-à-dire 
celle  dont  l'expofant  eft  ^ —  i  ;  &  il  s'enfuit 
de  là  que  la  férié  trouvée  ci-defTus  pour  la 
valeur  de  (a-^l?)"  s^étend  auffi  à  ce  cas. 

'   371. 

Puis  donc  que  ^  fignifie  autant  que 
(fl-{-^)~^ ,  fuppofons  dans  la  formule  citée 
n= — 1  ;  nous  aurons  d'abord  pour  les 
coëfficiens  :  "  = — 1  ^  ^ziz: — i  j~=^ — i  , 
-y= —  i  t  &c.  5  &  enfuite  pour  les  puif- 
fances  de  a  : 


I 
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la  même  fuite  que  noias  a\'ons  déjà  trouvée 
plus  haut  par  la  divifion. 

372. 

De  plus- — 7-    étant  autant  que  C^+^);% 

réduifons  auffi  cette  formule  en  une  fuite 
infinie.  11  faudra  pour  cet  effet  fuppofer 
^  =  — 2,  &  nous  aurons  pour  les  coèf- 
ficiens  d'abord  ^  =— ^  :  ^^  __5      m^ 

I  l'a  ^    '        5 

=  — \  j  7^= — \  5  &c.  Et  pour  les  puif- 
fànces  de  a  ;  a"  1=  —  :  a""'  z=z  —  •   ^"-^ 

^^77^  ^'"^'^==-7'    ^'^-    ^'^^^s   obtenons 

ci  ^ 

donc  (a  +  3)-'=  -J —  i i  A 
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:=  5  ,  &c.    Par   conféquent   nous   avons 

373- 

Continuons  &  fuppofons  n=z —  3  ,  nous 
aurons  une  fuite  qui  exprimera  la  valeur 

de  7 — i— TT  ou  de  (a+z^)""'.  Les  coëfficiens 

/•  ^     n  7        n-t  A        n-j.  5 

feront:  7=—fj  —=—li  7-=— ji 
^:=: — -,  &c.  &  les  puiflances  de  a  de- 

1  I  1 

viennent:  a"  =  —- :  a"-'  =  ---:  a^-^ziz--- 

I  I 


&c.  ce  qui  nous  donne  :  ;; — r— p- 

_iA  4-5.  i^_L  ii!L'4.3_4Ll^ 
I  h     ,       h^  b^  b' 
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Faiibos  encore  /2  =  — 4,  nous  aurons 
pour  les  coèfficiens  :  -  ^z —  "^-.Izl —     5 

T^^ — 3  '  "4^"^ — 4  "S^'^-  ^  pour  les  puif- 

fancesia''^  —  •  a'^-'=i-;  a'=-^=  —  . 

^^■^  =  7^  ;  ^^-^=  ^,  &c.  d'où  l'on  tire: 
'       =,±-±  If  4  .    ^_,  ,,b^ 

374- 

Les  différens  cas  que  nous  venons  de 
confidérer  nous  mettent  en  état  maintenant 
de  conclure  avec  certitude  qu'on  aura  gé- 
néralement pour  une  telle  puiffance  néga- 
tive quelconque  de  a-^-b  : 

}_  "t         ^        ]      m    m-i       b 


(^+^r       ^^"         i'a--^i"  i*T"*^       f 


2 
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Et  on  peut ,  moyennant  cette  formule , 
transformer  toutes  ces  el}3eces  de  fraftions 
en  fuites  infinies  ,  en  fubftituant  même  à 
m  des  fraftions ,  afin  d'exprimer  des  for- 
mules irrationnelles. 

375. 

Pour  éclaircir  encore  davantage  cette 
matière  ,  nous  joindrons  ici  les  confidé- 
rations  qui  fuivent. 

Nous  avons  trouvé  : 


&c. 

Si  nous  multiplions  donc  cette  fuite  par 
a-^b  ,  il  faut  que  le  produit  foit  z=  i  :  & 
cela  fe  trouve  vrai ,  comme  on  va  le  voir  , 
en  effeftuant  la  multiplication  : 

a-^b 
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'376. 

Nous  avons  trouvé  auffi 


{a^by 


on  multiplie  donc  cette  fuite  par  {a-\-by  ^ 
il  faut  que  le  produit  foit  pareillement  =  i . 
Or  (a-^6)^=zaa-^ial}-^èl>  y  voici  donc 
le  plan  de  l'opération  : 

&c. 

'    "        ""^  a'  a'    ^    a'     ~^^' 

1  produit  que  la  nature  de  la  chofe  exigeoit. 
Tome  /.  V 
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Que  fi  l'on  ne  multiplioit  que  par  a-^b 
la  férié  trouvée  pour  la  valeur  de  - — j-j— , 
il  faudroit  que  le  produit  répondit  à  la  frac- 
tion -~ry ,  ou  fût  égal  à  la  férié  trouvée  ci- 

deffus,  i-4  +  ^_^  +  ^&c.  & 

c'eft   ce    que  la   multiplication  effeftive 
confirmera. 

,         ib    ,    ^bb       4b-'    .    5^» 


a=     '     a*  a'     '     a'"  ^^' 


a^b 


•      <aa  n'y         ^        n  ^  /7  > 
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SECTION  TROISIEME. 

Des  Rapports  &  des  Proportions. 

CHAPITRE    PREMIER. 

Du  Rapport  arithmétique  ,  ou  de  la  différence 
entre  doux  Nombres. 


D 


378. 


EUX  grandeurs  font  ou  égales  l'une 
à  l'autre  ,  ou  elles  ne  le  font  pas.  Dans  ce 
dernier  cas  où  l'une  eft  plus  grande  que 
l'autre ,  on  peut  envifager  leur  inégalité 
fous  deux  points  de  vue  différens  ;  on  peut 
demander  de  combien  une  des  quantités  eft 
plus  grande  que  l'autre  ?  On  peut  auffi  de- 
mander combien  de  fois  l'une  tiï  plus  grande 
que  l'autre  ?  Les  déterminations  qui  for- 
ment les  réponfes  à  ces  deux  queftions  ,  i% 

V   z 
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nomment  toutes  deux  des  rapports  ou  des 
raifons  ;  on  a  coutume  de  nomm^er  la  pre- 
mière rapport  arithmétique  ,  &  la  féconde 
rapport  géométrique  ,  fans  cependant  que 
ces  dénominations  ayent  aucune  liaifon 
avec  la  chofe  même  j  c'eft  arbitrairement 
qu'elles  ont  été  adoptées. 

379- 

On  s'imagine  bien  fans  doute  qu'il  faut 
que  les  grandeurs  dont  nous  parlons  foient 
d'une  même  efpece ,  puifque  fans  cela  on 
ne  pourroit  rien  déterminer  au  fujet  de  leur 
égalité  ou  de  leur  inégalité.  Il  feroit  ab- 
furde  ,  par  exemple  ,  de  demander  fi  deux 
livres  &  trois  aunes  font  des  quantités 
égales  ?  C'efl  pourquoi  dans  ce  qui  va  fuivre 
il  ne  peut  être  queftion  que  de  quantités 
d'une  même  efpece  ;  &  commxC  elles  peu- 
vent toujours  être  affignées  en  nombres , 
ce  n'eft  auffi ,  comme  nous  en  avons  averti 
dès  le  commencement ,  que  des  nombres 
dont  nous  traiterons. 
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380. 

Quand  on  demande  donc  de  deux  nom* 
bres  donnés  ,  de  combien  l'un  eft  plus  grand 
que  l'autre ,  la  réponfe  à  cette  queftion 
déterm.ine  le  rapport  arithmétique  de  ces 
deux  nombres.  Or  puifque  cette  détermi- 
nation fe  fait  en  indiquant  la  différence  des 
deux  nombres ,  il  s'eniait  qu'un  rapport 
arithmétique  n'eft  autre  chofe  que  la  dif- 
férence entre  deux  nombres.  Et  comme 
ce  mot  de  diférence  nous  paroît  une  ex- 
preffion  plus  propre,  nous  réferverons  celles 
de  rapport  ou  raifon  ,  pour  exprimer  les 
rapports  géométriques. 

381. 

La  différence  entre  deux  nombres  fe 
trouve  ,  comme  on  fait ,  en  fouftrayant  le 
plus  petit  du  plus  grand  ;  rien  de  plus  facile 
par  conféquent  que  de  réfoudre  la  queftion , 
de  combien  l'un  eft  plus  grand  que  rautre. 
Et  dans  le  cas  donc  où  les  nombres  font 

V  3 


JIO  E    L    é   M    E    N    s 

égaux  5  la  différence  étant  nulle  ou  zéro , 
il  l'on  demande  de  combien  un  des  nom- 
bres eft  plus  grand  que  l'autre  ,  on  répon- 
dra ,  de  rien.  Par  exemple  ,  6  étant  =2.}  , 
la  différence  entre  6  Se  2.3  eft  0. 

382. 

Mais  lorfque  les  deux  nombres  ne  (ont 
pas  égaux ,  comme  5  &  5  ,  &  qu'on  de- 
mande de  combien  5  eft  plus  grand  que  3  , 
la  réponfe  eft ,  de  2  ;  &  elle  ie  détermine 
en  fouftrayant  }  de  5.  De  même  15  eft 
plus  grand  que  5  ,  de  10  ,  &  20  furpaffe 
8  de  12. 

383. 

Nous  avons  donc  trois  chofes  à  confi- 
dérer  ici  :  1  .^  le  plus  grand  des  deux  nom- 
bres ;  2.*  le  plus  petit ,  &  3,*^  la  différence. 
Et  CQS  trois  quantités  ont  entr'elles  une  liai- 
fon  teile ,  que  deux  des  trois  étant  données , 
elles  déterminent  toujours  la  troifieme. 

Soit  le  plus  grand  nombre  zz^  j  ,  le  plus 
petit  =  /^  ^  &  la  différence  ::z^d  :  on  trou- 
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vera  la^ifférence  d  en  fouftrayant  /^  de  a , 
de  façon  que  d^^a—hi  d'où  Ton  voit 
comment  a  &  ^  étant  donnés  on  peut  trou- 
ver d. 

384. 

Mais  fi  c'eft  la  différence  qi!Î  eft  donnée 
avec  le  plus  petit  des  deux  nombres,  ou  ^, 
ce  fera  le  nombre  plus  grand  qu'on  pourra 
déterminer, favoir,  en  ajoutant  enfemble  la 
différence  &  le  nombre  plus  petit ,  ce  qui 
donne  az:zzb-\-d.  Car  fi  on  ôte  de  ^  +  i 
le  moindre  nombre  h  ,  il  reflie  d ,  qui  eft 
la  différence  connue.  Soit  le  moindre  nom- 
bre=i2,  la  différence  =  8,  le  nombre 
plus  grand   fera  =  20. 

385. 

Enfin  fi  outre  la  différence  ^le  plus  grand 
nombre  a  eft  donné,  on  trouve  l'autre  nom- 
bre b  en  fouftrayant  la  différence  du  plus 
grand  nombre ,  ce  qui  fait  qu'on  a  b::=:a — d. 
Car  fi  j'ôte  le  nombre  a—dà\x  nombre 

V  4 
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plus  grand  a ,  il  refte  d  ^  qui  efl:  la  différence 
donnée. 

386. 

La  liaifon  entre  ces  trois  nombres  a^h  ^  d 
eft  donc  telle  qu'on  en  tire  les  trois  dé- 
terminations fuivantes  :  i.^  d=:a — l?  ; 
2.^  a=^-f^y  1^.^  6z=^a  —  d;  &  Ü  une 
de  ces  trois  comparaifons  eft  jufte ,  il  faut 
néceflairement  que  les  deux  autres  le  foient 
auffi.  Donc  en  général  fi  ^z:^x-\-y  ,  il 
faut  abfolument  que  y:=^^ — x  &  x^^^—y. 

387. 

Il  eft  à  remarquer  au  fujet  de  ces  raifons 
arithmétiques ,  que  fi  l'on  ajoute  aux  deux 
nombres  a  &  ^  un  nombre  c  pris  à  volonté , 
ou  qu'on  l'en  fouftraie  ,  la  différence  refte 
la  même.  C'eft-à-dire  que  {1  d  rft  la  dif- 
férence entre  a  &  ^  ^  ce  nombre  d  fera 
auffi  la  différence  entre  a-\-c  &  b-^-c ,  & 
entre  a — c  &  b — c.  Par  exemple ,  la  dif- 
férence entre  les  nombres  20  &  1 2  étant  8 . 
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cette  diiîerence  reftera  la  même ,  quelque 
nombre  qu'on  ajoute  à  ces  nombres  20 
&  1 2 ,  &  quelque  nombre  qu'on  en  re- 
tranche. 

388. 

La  preuve  en  eft  évidente.  Car  fi  a—b 
■=-d ,  on  a  auffi(a-}-c)  — (/^-]-c):ziz^,-  & 
de  même  {a—c)  —  (^ — c)=/. 

389. 

Si  on  double  les  deux  nombres  a  &:  h  ^ 
la  différence  deviendra  double  auffi.  AinCi 
quand  a — bz=:d y  on  aura  za  —  ib=iid s 
&  en  général  na — nb=znd ,  quelque  nom- 
bre qu'on  prenne  pour  n. 
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CHAPITRE    IL 

Des    Proportions    arithmétiques. 

390. 

lORSQUE  deux  rapports  arithmétiques 
font  égaux ,  cette  égalité  fe  nomme  une 
proportion   arithmétique, 

Ainfi  quand  a — b=.d  &  p — q=id  ,  de 
forte  que  la  différence  eft  la  même  entre 
les  nombres  p  &i  q  ^  qu'entre  les  nombres 
a  &  ^  ,  on  dit  que  ces  quatre  nombres  for- 
ment une  proportion  arithmétique  j  on 
l'écrit  a — hz^p — q  ,  &  on  indique  claire- 
ment par-là  que  la  différence  entre  a  ^b 
eft  égale  à  la  différence  entre  p  ^  q* 

391- 

Une  proportion  arithmétique  confîfle 
donc  dans  quatre  termes ,  qui  doivent  être 
tels ,  que  fi  on  fouftrait  le  fécond  du  pre- 
mier, le  refte  fe  trouve  le  même  qu'en 
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fouftrayant  le  quatrième  du  troifieme.  Ainiî 
cts  quatre  nombres  12,7,9,  4  forment 
une  proportion  arithmétique ,   parce  que 

12—7  —  9—4  O- 

392. 

Quand  on  a  une  proportion  arithmé- 
tique comme  a — b:=^p — q  ,  on  peut  faire 
changer  de  place  au  fécond  &  au  troi- 
lîeme  terme  ,  en  écrivant  a  — p  1:=:  ^  —  q  ; 
cette  égalité  ne  fera  pas  moins  vraie.  Car 
puifque  a — bzn^p — q  ,  qu'on  ajoute  d'abord 
b  des  deux  côtés ,  on  aura  a^=3  -^-p — q. 
Qu'on  fouftraie  enfuite  p  des  deux  côtés , 
on  aura  a — p:=:b  —  q, 

Ainfi ,  comme  1 2 — 7=9 — 4  5  on  a  auffi 
12  —  9  =  7  —  4. 

393- 

On  peut  auffi  dans  toute  proportion  arith- 
métique ,  mettre  le  fécond  terme  à  la  place 

(*)  Pour  défigner  que  ces  nombres  font  une  telle  pro- 
jx>i  tion  ,  quelques-uns  les  écrivent  ainfi  :  12.7:9.4. 


3IÖ  E    L    È    M    E    N    s 

du  premier ,  fi  on  fait  en  même  temps  une 
tranfpofition  pareille  du  troifieme  &  du 
quatrième.  C'eil-à-dire  que  fi  a — b=zp — q , 
on  aura  auffi  h — a=zq—p.  Car  h  —  a  eft 
la  négative  de  a  —  /^ ,  &  de  même  q — p 
eft  la  négative  de  p — q.  Ainfi  ,  puifque 
12 — 7=9 — 4  )  on  a  pareillement  7 — 12 
21=4—9. 

394- 

Mais  la  propriété  principale  d'une  pro- 
portion arithmétique  quelconque  eft  celle- 
ci  :  que  la  fomme  du  fécond  &  du  troifieme 
terme  eft  égale  conftamment  à  la  fom.me 
du  premier  &  du  quatrième  terme.  Cette 
propriété ,  à  laquelle  il  faut  bien  faire  at- 
tention ,  s'exprime  auffi  de  cette  façon  :  la 
fomme  des  moyens  eft  égale  à  la  fomme 
des  extrêmes.  Ainfi ,  comme  1 2 — -7=9 — 4 , 
on  a  j-\-^^-2\  2--J-4  'j  &  en  effet  la  fomme 
eft  16  de  part  &  d'autre. 


D    A    L    G    E    B    R   E.  3I7 

395. 

Soit  ,  pour  démontrer  cette  propriété 
principale  ,  a — ■-b^=:p — q  ;  fi  on  ajoute  de 
part  &  d'autre  b-\-q ,  on  a  a~\-q:=ib'\-p  ; 
c'eft-à-dire  que  la  fomme  du  premier  & 
du  quatrième  terme  eft  égale  à  la  fomme 
du  fécond  &  du  troifieme.  Et  réciproque- 
ment ,  fi  quatre  nombres  yd^b^p^qy  font 
tels  que  la  fomme  du  fécond  &  du  troi- 
fieme efl:  égale  à  la  fomme  du  premier  & 
du  quatrième  ,  c'eft-à-dire  que  b-i-p=a-\-q  , 
on  en  conclut ,  fans  pouvoir  fe  tromper , 
que  ces  nombres  font  en  proportion  arith- 
métique ,  &  que  a — b:=:^p — q.  En  effet , 
puifque  a-j-^=^-}-/? ,  fi  on  foufl:rait  de 
l'un  &  de  l'autre  côté  b-^q ,  on  obtient 
a  —  b:=p—^q. 

Ainfi  les  nombres  18513,15,10  étant 
tels  que  la  fomme  des  moyens  1 3  -[-  1 5 
^:^i^  efl:  égale  à  la  fomme  des  extrêmes 
1 8--[- 10=28 ,  on  efl:  certain  qu'ils  forment 
aufS  une  proportion  arithmétique ,  &  par 
conféqueat  que  18 — 13=15  — 10. 
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396. 

H  eft  facile  au  moyen  de  !a  propriété 
dont  nous  parlons ,  de  réfoudre  la  queftion 
qui  fuit  :  les  trois  premiers  termes  d'une 
proportion  arithmétique  étant  donnés  , 
trouver  le  quatrième  ?  Soient  a  ,  h  ^  p^  ces 
trois  premiers  termes  ,  &  exprimons  par  q 
le  quatrième  qu'il  s'agit  de  déterminer,  nous 
aurons  a~\-qz=zb-\-p  ;  fouftrayant  enfuite  a 
de  part  &  d'autre ,  nous  obtenons  q^:z,b-\'p 
— a.  Ainfi  le  quatrième  terme  fe  trouve  en 
ajoutant  enfemble  le  fécond  &  le  troifieme , 
&  en  fouftrayant  de  cette  fomme  le  premier. 
Suppofez  ,  par  exemple ,  que  19  ,  28 ,  15 
foient  les  trois  premiers  termes  donnés ,  la 
fomme  du  fécond  &  du  troifieme  eft^=:4 1  ; 
ôtez-en  le  premier  qui  eft  19  ,  il  refte  22 
pour  le  quatrième  terme  cherché  ,  &  la 
proportion  arithmétique  fera  indiquée  par 
19 — 28ZZZ15 — 22,  ou  par  28 — i^^zzzii 
— 13,  ou  par  28 — 22=19 — 13. 
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*  397. 

Lorfque  dans  une  proportion  arithmé- 
tique le  fécond  terme  eft  égal  au  troifieme , 
on  n'a  que  trois  nombres  ,  mais  dont  la 
propriété  eft  telle  que  le  premier  moins 
le  fécond  fait  autant  que  le  fécond  moins 
le  troifieme  ,  ou  bien  que  la  différence  entre 
le  premier  &  le  fécond  nombre  eft  égale 
à  la  différence  entre  le  fécond  &  le  troi- 
fieme. Les  trois  nombres  19,  15,  11  font 
de  cette  efpece ,  puifque  1 9 — 1 5  =1 5  — 1 1. 

398. 

On  dit  de  trois  nombres  tels  que  ceux-là , 
qu'ils  forment  une  proportion  arithmétique 
continue  ,  &  on  le  défigne  quelquefois  par 
le  figne  -^  ,  en  écrivant ,  par  exemple  , 
•^19,15,11.  On  nomme  aufîî  ces  fortes 
de  proportions  des  progrejfwns  arithméti^ 
ques  y  fur-tout  s'il  y  a  un  plus  grand  nombre 
de  termes  qui  fe  fuivent  conformément  à 
la  même  loi. 
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Une  progreffion  arithmétique  peut  être 
ou  croijfante  ou  décroijfante.  La  première 
dénomination  lui  convient  quand  les  termes 
vont  en  augmentant ,  c'eft-à-dire  ,  quand 
le  fécond  furpaiïe  le  premier ,  &  que  le 
troiiîeme  furpaffe  d'autant  le  fécond ,  comme 
ces  nombres-ci ,  4,  7,  lo.  La  progreffion 
décroifTante  eft  celle  où  les  termes  vont 
toujours  en  diminuant  de  la  même  quan- 
tité ,  tels  font  les  nombres  9,5?  i  • 

399- 

Suppofons  que  les  nombres  a^b  yC  foîent 
en  progreffion  arithmétique  ,  il  faut  que 
a — b:=ib — c  ,  d'où  il  fuit ,  à  caufe  de  l'éga- 
lité de  la  fomme  des  extrêmes  &  de  celle 
des  moyens ,  que  i/'z^a-j-c  ;  &  fi  on  fouf- 
trait  a  de  part  &  d'autre ,  on  a  c:=ib — a. 

400. 

Ainfi  quand  les  deux  premiers  termes  , 
a  y  b  ^  d'une  progreffion  arithmétique  font 
donnés  ,  on  trouve  le  troifieme  ,  en  ôtant 

le 
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le  pren^ier  du  double  du  fécond.  Soient 
I  &  3  les  deux  premiers  termes  d'une  pro- 
greflion  arithmétique  ,  le  troifieme  fera 
zzi:2.3 — 1  =  ).  Et  ces  trois  nombres  1,3, 5 
donnent  la  proportion  1 — 3:z:=r3  —  5. 

401. 

On  peut ,  en  fuivant  la  même  voie ,  aller 
plus  loin  &  continuer  la  progreffîon  arith- 
métique  auffi  loin  qu'on  voudra  :  on  n'a 
qu'à  chercher  le  quatrième  terme  moyen- 
nant le  fécond  &  le  troifieme ,  de  la  même 
manière  qu'on  a  déterminé  le  troifieme  au 
moyen  du  premier  &  du  fécond ,  &  ainfi 
de  fuite.  Soit  a  le  premier  terme,  &  /^  le 
fécond,  ïe  troifieme  fera  zz=:  i^  —  a,  le 
quatriemezzz:  4^— 2a— ^=3^5—2^  ,  le  Qm- 
qmemQ=66~4a~-iè~\-a=:4è—7,a^  le 
fixieme  =Sè~6a—yh~\-ia=^è''4a^  le 
feptieme  =  ioi5—8^— 4^4-301:^6^— 5^. 


Tome  L  X 
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CHAPITRE    III. 

402. 
Des  Progreßions  Arithmétiques. 

jN  ous  avons  infinué  qu'on  nomme  pro- 
greßon  arithmétique  une  fuite  de  nombres 
compofée  d'autant  de  termes  qu'on  veut , 
lefquels  croiffent  ou  décroiffent  toujours 
d'une  même  quantité. 

Ainfi  les  nombres  naturels  écrits  par 
ordre ,  comme  i^i,}^4j^^^^7^^9 
9,10,  &c.  forment  une  progreflion  arith- 
métique  ,  parce  qu'ils  augmentent  toujours 
de  l'unité  ;  &  la  fuite  25  ,  22  ,  19  ,  16  , 
13,10,7,  4  ,  I  ,  &c.  eft  auffi  une  telle 
progreflion  ,  puifque  ces  nombres  dimi- 
mient  conftamment  de  3. 

403. 

Le  nombre  ou  la  quantité  dont  les  termes 
d'une  progreflion  arithmétique  deviennent 
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plus  grands  ou  plus  petits ,  le  nomme  la 
différence.  Ainfi  quand  le  premier  terme  eft 
donné  avec  la  différence  ,  on  peut  conti- 
nuer la  progreffion  arithmétique  aufîî  loin 
qu'on  voudra.  Soit  ,  par  exemple ,  le  pre- 
mier terme  =  2  ,  &  la  différence  =  3  , 
on  aura  la  progreffion  croiffante  qui  fuit  ; 
2,  5  ,  8,  Il ,  14,  17,20,2},  26,29  5  Sec. 
oii  chaque  terme  fe  trouve  en  ajoutant  la 
différence  au  terme  précédent. 

404. 

On  a  coutume  d'écrire  les  nombres  natu- 
rels y  1^2,  3,4,5,  &c.  au-deflus  des 
termes  d'une  telle  progreffion  arithmétique , 
afin  qu'on  reconnoiffe  d'abord  le  rang  où 
un  terme  quelconque  fe  trouve  être  dans 
la  progreffion.  On  peut  nommer  ces  nom- 
bres écrits  au-deffus  des  termes ,  des  //z- 
dices  y  ainfi  l'exemple  cité  s'écrira  comme 
il  fuit  : 

Indices  ,  1,1,3,4,  5^6,7,8,9,10 
P/-o^.amÂ;72,  2,5,8, II, 14^17,10,23,2(5,29 

X  1 
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&c.  où  l'on  voit  que  29  eft  le  dixième 
terme. 

405. 

Soit  a  le  premier  terme ,  &  ûf  la  diffé- 
rence 5  la  progreffion  arithmétique  conti- 
nuera dans  cet  ordre  : 
1234567 

par  lequel  on  voit  qu'il  eft  facile  de  trou- 
ver auffî-tôt  un  terme  quelconque  de  la 
progreffion  ,  fans  qu'il  foit  néceffaire  de 
connoître  tous  les  termes  précédens ,  & 
uniquement  par  le  moyen  du  premier  terme 
a  &  de  la  différence  d.  Par  exemple  ,  le 
dixième  terme  {Qï2iz=:a-\-()d  ^  le  centième 
termezzza-|-99(3f,  &  en  général  le  terme 
n  quelconque  fera  :=a~|-(;2 — i)d, 

406. 

Lorfqu'on  s'arrête  en  quelque  endroit  de 
la  progreffion ,  il  eft  effentiel  de  faire 
attention  au  premier  &  au  dernier  terme  y 
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&  l'indice  du  dernier  indiquera  le  nombre 
des  termes.  Si  donc  le  premier  terme=:=a  , 
la  différence  1:=;^/^  «Se  le  nombre  des  termes 
:z^n  ,  on  a  le  dernier  terme  =a-[-(.7 — i)i, 
lequel  le  trouve  par  coniequent  en  mul- 
tipliant la  différence  par  le  nombre  des 
termes  moins  un  ,  8c  ajoutant  à  ce  produit 
le  premier  terme. 

Suppofez  ,  par  exemple,  une  progreiTion 
arithmétique  de  cent  termes ,  dont  le  pre- 
mier ^^^  4  5  &  que  la  différence  loitri:::  3  , 
le  dernier  terme  fera zi::: 99.3 -l-4;i:::30i. 

407. 

Lorfqu'on  connoît  le  premier  terme  a  & 
le  dernier  r  ,  avec  le  nom^bre  des  termes 
:=/2 ,  on  peut  trouver  la  différence  d.  Car 
puiique  le  dernier  terme  r^aA^^n — i)c/, 
fi  on  fouffrait  de  part  &  d'autre  a ,  on  ob- 
tient i — az=(/z — i)i.  Ainfi  en  fouff rayant 
le  premiier  terme  du  dernier ,  on  a  le  produit 
de  la  différence  multipliée  par  le  nombre 
des  termes  moins  i.   On  n'aura  donc  qu^à 

X3 
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divifer  {—a  par  /2—  i  pour  obtenir  la  valeur 
cherchée  de  la  différence  d^  qui  fera=:^. 
Ce  réfultat  fournit  cette  regle  :  on  fouftrait 
le  premier  terme  du  dernier  terme ,  &  on 
divife  le  refte  par  le  nombre  des  termes 
diminué  de  l'unité ,  le  quotient  eft  la  diffé- 
rence ;  par  le  moyen  de  laquelle  on  eft 
en  état  enfuite  d'écrire  toute  la  progreffion, 

408. 

Suppofons  5  par  exemple  ,  une  progreC- 
fion  arithmétique  de  neuf  termes ,  dont  le 
premier  foit  =  2  ,  &  le  dernier  ==:  20  ,  & 
qu'il  s'agiffe  de  trouver  la  différence.  Il  fau- 
dra donc  fouftraire  le  premier  terme  2  du 
dernier  16  &  divifer  le  refte  ,  ^ui  eft  24, 
par  9— -i  5  c'eft-à-dire  par  8  j  le  quotient  j 
fera  égal  à  la  différence  cherchée  ,  &  la 
progreßlon  entière  fera  : 
j      2     3     4       5       6       7       8       9 
2,    5,8,11,   14,  17,  20,   23  ,  16. 
Suppofons ,  pour  donner  un  autre  exem- 
ple .  que  le  premier  terme  foit  =ir  i  ,  le 
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dernier  ^==i  2  ,  le  nombre  des  termes  =1  o , 
&  qu  on  demande  la  progreffion  arithmé- 
tique qui  répond  à  ces  fuppofitions ,  nous 
aurons  auffi-tôt  pour  la  différence  7^  =::  ^  j 
&  de  là  nous  conclurons  que  la  progreffion 

eft: 

125456789      10 

I         1         5         4         5         6         7-8 

Autre  exemple.  Soit  le  premier  terme 
=  2  - ,  le  dernier  :i=  1  2  -  ,  &  le  nombre 
des  termes  =7,   on    aura   la    différence 

î.liz:iL— '^^  z^'-^  =  i^,&parcon- 
7  —  1     —   6         '"        ''        ^ 

féquent  la  progreffion  : 

12345^         7 

*J»  4p,  Jrs»  7TI.   9?»  '°P)  «il- 

409. 

Maintenant  fi  les  données  font  le  pre- 
mier terme  a  ,  le  dernier  terme  {  &  la 
différence  d ,  elles  font  trouver  le  nombre 
des  termes  n.  Car  puifque  { — 2z=:(n—i)dy 
on  divifera  des  deux  côtés  par  <^^  &  on  aura 

X  4 
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^^=72 — I.  Or  n  étant  de  i  plus  grand 
que  n — i,  on  a  ;zz^~^~[-i  ;  par  confé- 
quent  le  nombre  des  termes  fe  trouve  en 
divifant  la  différence  entre  le  premier  & 
le  dernier  terme  ,  ou  {  —  a  y  par  la  diffé- 
rence de  la  progrefîîon  ,   &  en  ajoutant 

l'unité  au  quotient  ^. 

Soit ,  par  exemple ,   le  premier  terme 
rzr  4  ,  le  dernier  iz=  i  oo  ,  &  la  différence 
'•:^ii y  le  nombre  des  termiCS  fera  ~^~\'^''» 
&  voici  quels  feront  ces  neuf  termes  : 
123456789 
4,16,  28,  40,   52,  64,  76,   88,100. 

Si  le  premier  terme  nu:  2 ,  le  dernier  :==;:  6 , 
&  la  différence  zzi:  1  j ,  le  nombre  des  ter- 
mes fera  —  -j- 1^=4 ,  &  ces  quatre  termes 
1 3 

feront 

1234 

Soit  encore  le  premier  termes::: 3^,  le 
dernier  =:7^,  &  la  différence  =1^»  '^ 
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nombre  des  termes  fera  ^=. — '- — —-^  4-  i 

1=^4  j  &  voici  ces  quatre  termes  : 
3  J'   4j,  6^-,  7j. 
410. 

Mais  il  faut  obferver  que  le  nombre  des 
termes  devant  être  néceffairement  un  nom- 
bre entier  ,  fi  on  n'avoir  pas  trouvé  un  tel 
nombre  pour  n  dans  les  exemples  de  Tar- 
ticle  précédent ,  les  queftions  auroient  été 
abiurdes. 

Toutes  les  fois  donc  qu'on  ne  trouvera 
pas  un  nombre  entier  pour  la  valeur  de 
V  j  il  fera  impoffible  de  réfoudre  la  quef- 
tion  •  &:  par  conféquent  pour  que  ces  fortes 
de  quelHons  foient  poiTibies ,  il  faut  que 
l — a  foit  divifible  par  d. 

411. 

On  conclura  de  ce  que  nous  avons  dit , 
qu  un  a  toujours  quatre  quantités  ou  élé- 
mens  à  confidérer  dans  une  progreffion 
arithmétique  : 
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I.  le  premier  terme  a , 
IL  le  dernier  terme  7  , 


m.  la  différence  d , 
IV.  le  nombre  des  termes  n. 
Et  les  rapports  de  ces  quantités  les  unes 
aux  autres  font  tels ,  que  fi  on  en  connoît 
trois ,  on  eft  en  état  de  déterminer  la  qua- 
trième 5  car  : 
I.  Si  a  ,  ûf  &  n  font  connus ,  on  a  {=a 

IL  Si  {,  c/  &  /2  font  connus,  on  a  a={ 

IIL  S\a,i&cn  font  connus ,  on  a  ö?=H 
IV.  Si  a,  i&cd  font  connus  ,  on  d.n=.—d 

4-1. 


7-a 


^•mmm^ 
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CHAPITRE     IV. 

De    la    Sommation    des    Progreßions 
arithmétiques, 

412. 

\J  N  a  fouvent  befoin  auffi  de  prendre 
la  Ibmme  d'une  progreffion  arithmétique. 
On  la  trouveroit  en  ajoutant  enfemble  tous 
les  termes  ;  mais  comme  cette  addition 
Teroit  très-prolixe  ,  quand  la  progreffion 
conhfte  en  un  grand  nombre  de  termes  , 
on  a  im.aginé  une  regle ,  par  le  fecours  de 
laquelle  on  trouve  très-facilement  la  ibmme 
dont  nous  parlons. 

413- 

Nous  confidérerons  d'abord  une  progref- 
fion de  cette  efpece  qui  foit  donnée  ,  & 
telle  que  le  premier  terme  =  2  ,  la  diffé- 
rence 11=3  ,  le  dernier  terme  ^=29,  Ôc  le 
nombre  des  termes  1:=  lo  : 
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I    2    3    4      î      6      7      8      9      lo 

2,5,8,11,  14,  17,  lo,  i3»i<^»  ^9- 
Nous  voyons  que  dans  cette  progreflion 
la  fomme  du  premiei  &  du  dernier  terme 
=  31;  la  fomme  du  fécond  &  du  pénul- 
tieme=  31  ;  la  fomme  du  troifieme  &  de 
l'antépénultieme  =  }i,  &  ainfi  de  fuite  j 
&  nous  en  conclurons  que  la  fomme  de 
deux  termes  quelconques  également  éloi- 
gnés l'un  du  premier  &  l'autre  du  dernier 
terme  ,  eft  toujours  égale  à  la  fomme  du 
premier  &  du  dernier  terme. 

414. 

Il  eft  facile  d'en  faifir  la  raifon.  Car  fi 
nous  fuppofons  le  premier  terme  =  a,  le 
dernier  .=;[,  &  la  différence  d,  la  fomme 
du  premier  &  du  dernier  terme  eft  =a4-{  ,• 
&  le  fécond  terme  étant  z=^a-{-d  &  le  pé- 
nultième .={- 'Z ,  la  fomme  de  ces  deux 
termes  eft  aufiî^a-f{.  Enfuite  le  troifieme 
terme  étant  a  +  iJ,  &  Tantépénultieme 
=r_2^,  il  eft  clair  que  ces  deux  termes 
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ajoutés  énfemble  tont  auffi  ^-|-{-  On  dé- 
montrera la  même  chofe  de  tous  les  autres. 

415. 

Pour  parvenir  donc  à  déterminer  la 
fomme  de  la  progreflîon  propofée  on  écrira 
deflbus ,  terme  pour  terme  ,  la  même 
progreffion  priie  à  rebours  ,  &  on  fera 
l'addition  des  termes  correfpondans,  comme 
il  fuit  : 

i  +5   +84-ii  +  i4+i7+^o+2}+264-29 
29+26+23+^0+17  +  14+11+  8+   5+  2 

3 1+3  1+3 1+31-^-31-1-3  1  +  31+31  + 31+ 31 
Cette  fuite  de  termes  égaux  eft  évidem- 
ment éeale  au  double  de  la  fommie  de  la 
progreffion  propofée  ;  or  le  nombre  de 
ces  termes  égaux  eft  i  o ,  comme  dans  la 
progreffion  ,  &  leur  fomme ,  par  confé- 
quent  ,  zi=  1  o .  *^  i  =:  3  i  o.  Ainfi  ,  puifque 
cette  fomme  eft  le  double  de  la  fomme  de 
la  progreffion  arithmétique  ,  il  faut  que 
cette  fomme  cherchée  foit:i=i  5  5. 
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416. 

Si  on  procède  de  la  même  manière  à 
l'égard  d'une  progreffion  arithmétique  quel- 
conque ,  dont  le  premier  terme  (o\i:::zzay 
le  dernier  =  {  ,  &  le  nombre  des  termes 
zzzzîii  en  écrivant  fous  la  progreffion  don- 
née la  même  progreffion  en  rétrogradant , 
on  aura ,  en  failant  l'addition  terme  à  terme , 
une  fuite  de  n  termes ,  dont  chacun  fera 
=:ra-}-^  ;  la  fomme  de  cette  fuite  fera  par 
conféquent  i=z:;2(a~[-:7),  &  elle  fera  le 
double  de  la  fomme  de  la  progreffion  arith- 
métique   propofée  j    celle  -  ci    fera   donc 

417. 

Ce  réfultat  fournit  une  méthode  facile 
pour  trouver  la  fomme  d'une  progreffion 
arithmétique  quelconque  j  elle  fe  réduit  à 
cette  regle  : 

Multipliez  la  fomme  du  premier  &  du 
dernier  terme  par  le  nombre  des  termes , 
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la  moitié  du  produit  indiquera  la  fomme 
de  toute  la  progreflîon. 

Ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  multipliez 
la  fomme  du  premier  &  du  dernier  terme 
par  la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Ou  bien,  multipliez  la  moitié  de  la 
fomme  du  premier  &  du  dernier  t^me  par 
le  nombre  total  des  termes.  Ces  deuK^wa- 
nieres  d'énoncer  la  regle ,  donnent  également 
la  fomme  de  la  progre/Tion. 

418. 

Il  fera  nécefîaire  d'éclaircir  cette  regle 
par  quelques  exemples. 

Soit  d'abord  la  progreffion  des  nombres 
naturels,  i ,  2  ,  3  &c.  jufqu'à  100,  dont 
il  s'agiffe  de  trouver  la  fomme.  Celle-ci 
fera  par  la  première  regle  znn^^^  r=  50 
.  loi  =  5050. 

Si  on  demande  combien  de  coups  une 
horloge  fonne  en  douze  heures  ?  il  faudra 
ajouter  enfemble  les  nombres  i ,  2  ,  3  juf- 
qu'à 1 2  j  or  cette  fomme  fe  trouve  fur  le 
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champ^'-^^-6. 15-78.  Quefii'on 
vouloir  iavoir  la  femme  de  la  même  pro- 
greflion  continuée  juiqu'à  1000  ,  on  trou- 
veroit  ,00500;  &  la  fomme  de  cette  pro- 
greilion,  continuée  juiqu'à  looco,  feroit 
5000)0cö. 

419. 

Jutre  queßion.  Quelqu'un  acheté  un 
cheval  ,  fous  la  condition  que  pour  le 
premier  clou  il  payera  5  fous,  pour  le 
fécond  8  ,  pour  le  troifieme  1 1 ,  &  pareille- 
ment toujours }  fous  de  plus  pour  chacun  des 
fuivans  :  le  cheval  a  3  2  clous ,  on  demande 
combien  il  coûtera  à  l'acheteur  ? 

On  voit  qu'il  s'agit  ici  de  trouver  la 
fomme  d'une  progreflion  arithmétique ,  dont 
le  premier  terme  eft  5  ,  la  différence:::::^  3  , 
&  la  fomme  des  termes  —  3  2.  Il  fout 
donc  commencer  par  déterminer  le  dernier 
terme  -,  on  le  trouve  (  par  la  regle  des 
articles  406 ,411)  =5+3i •  3=98-  Main- 
tenant la  fomme  cherchée  fo  trouve ,  fans 

difficulté  5 


{ 
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difficulté,  =1:1-^^1=:  103  .  16  j  d'où  l'on 
conclut  que  le  cheval  coûte  1648  fous, 
ou  82  liv.  8  f. 

420. 

Soit  en  général  le  premier  terme  =  a , 
la  différence  ^=:dy  &  le  nombre  des  termes 
=zni  &c  qu'il  s'agifle  de  trouver  ,  par  le 
moyen  de  ces  données ,  la  Ibmme  de  toute 
la  progreffion.  Comme  le  dernier  terme 
doit  être  ii=:a-[-(;i  —  i  )  ^ ,  la  fomme  du  pre- 
mier &  du  dernier  fera=::^2a-j-(;2  —  i)cl. 
Multipliant  cette  fomme  par  le  nombre  des 
termes  n ,  on  a  ina-\-n{n  —  i)dy  donc  la 

fomme  cherchée  fera  =  72a  -j-  ""'"l^'-. 

Cette  formule  appliquée  à  l'exemple  pré- 
cédent ,  où  a::^<^ ,  ^11=3  ,  &  n:=:j  2  ,  donne 

5.3^^21111—160+1488:^:6483  la 
même  fomme  qu'on  avoit  trouvée. 

421. 

S'il  eft  queftion  d'ajourer  enfemble  tous 
les  nombres  naturels  depuis  j  jufqu'à  n  ,  on 
Tome  A  Y 
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a  pour  trouver  cette  ibmme  :  le  premier 
terme  =^i  ,  le  dernier  terme  =11: /z,  &  le 
nombre  des  termes  1=^  /z  ;  donc  la  fomme 

1  1    /  nn+n  n'n-i-i) 

cherchée  =1^—^=^  ^~^' 

Si  on  fait  nzz^i'jôô  ,  la  fomme  de  tous 
les  nombres,  depuis  1  jufqu'à  1766  ,  fera 

=  883  .  1767  ::::::  I  560261. 
422. 

Soit  propofée  la  progreffion  des  nombres 
impairs,  1,3,5,  7  >  ^^*  continuée  juf- 
qu'à n  termes  ,  &  qu'on  en  demande  la 
fomme  : 

Le  premier  terme  ell  ici=::i  ,  la  diffé- 
rence zi:^  2 ,  le  nombre  des  termes  1=1:  /z  y 
le  dernier  terme  fera  donc  =:::i-|-(^ — '0^ 
z=2;2 — 1  ,  &  par  conféquent  la  fomme 
cherchée  :^^nn. 

Tout  fe  réduit  donc  à  multiplier  le  nom- 
bre des  termes  par  lui-même.  Ainfi  quel  que 
foit  le  nombre  des  termes  de  cette  pro- 
greffion  qu'on  ajoute  enfemble  ,  la  fomme 
fera  toujours  un  quarre ,  favoir  le  quarre  du 
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nombre^des  termes.  C  eft  ce  que  nous  allons 
mettre  fous  les  }'eux  : 

Indic.    1,2,3,4,   5,  (Ç,  7^  s^  ç),   lo  &c. 
Pz-ö^r^y;  1,3,5,7,  9,  11,13,15,17,19  &c„ 
•y^/72/72.,,, 4,9,16,25,36,49,6^,81, 100  &c* 
423. 

Soit  à  prélent  le  premier  terme  =  i,  la 
différence  =  3  ,  &  le  nombre  des  termes 

=  /2,onauralaprogreffioni,4,7,,o,&c. 

dont  le  dernier  terme  rera=:i-j-(^2 3)  2 

=  3/2 — 2j  donc  la  fomme  du  premier 
&  du  dernier  terme  =  3  /2  —  i  ,  &  par 
conféquent  la  fomme  de  cette  progreffion 

^_  «(3/1-1), -inn-n       C  r  r 

r-  — -^-  ^1  on  luppole  n—io  ,  la 

fomme  tü.::^:  lO.^()^=z^^o^ 

424. 

Soit  encore  le  premier  terme  =  i  ,  la 
différences^,  &  le  nombre  des  termes 
=^^,  le  dernier  terme  fera=i4-(/2_i)^. 
Ajoutant  le  premier  on  a  zJ^(n—i)d^  & 
multipliant  par  le  nombre  des  termes  on 

Y  X 


540  E   L    È    M    E    N    s 

a  in-\-n{n—\)d^  d'où  fe  déduit  la  fomme 

de  la  progreflionzz:i/2-f-^^^7^. 

Joignons  ici  la  petite  table  qui  fuit  : 
Si  iz=i ,  la  fomme  eft=/z+  ^  =-^ 

d—1 ■ n- 


d=^ 


d=6 n'^-^=13nn-^n 


d=6 
d=7 

dz=S 
c 

Sec 


infn-}) 


n- 


Sn(a-i) 


d—4r     ^ 

n 


1 

4n(n-i) 


5n(/i-i)  ^nn-jn 


6n{n~\) 


n- 


2 

^n{n-i) 


^—8    ■ ^i ^— ^=4«''-3« 


«-.      . 


^,0 „+i£:i^)=5™-4» 
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CHAPITRE     V. 
Des  Nombres  figurés   ou  polygones^ 

425. 

1^  A  fommation  des  progreffions  arithmé- 
tiques qui  commencent  par  i  ,  &  dont  la 
différence  efl:  i  ou  2  ou  3  ,  ou  quelqu'autre 
nombre  entier  que  ce  foit  ;  cette  fomma- 
tion ,  dis -je,  nous  conduit  à  la  théorie 
des  nombres  polygones  ,  leiquels  fe  forment 
quand  on  ajoute  enfemble  quelques  termes 
de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  progreffions. 

426. 

Si  on  fuppofe  la  différence^=i  ;  puifque 
le  premier  terme  efl  conftamment  iiizi  ,  on 
aura  la  progreffion  arithmétique  ,1,2535 
4,  5  5  65  7,8,  9,  10,  II,  12, &c.  Et 
fi  dans  cette  progreffion  on  prend  la  femme 
de  un  ,  de  deux  ,  de  trois  &c.  termes  ,  on 
verra  fe  former  cette  iuite  de  nombres  : 

Y3 
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1,3,6,10,15  ,21,28,36,45 ,55,66&c. 
car  1=1,  1  +  2:1^3,  i+24-3==6,  1+2 

+3+4— io?  &c. 

Ces  nombres  on  les  nomme  triano^iilaires 
ou  tngonaiix  ,  parce  qu'on  peut  toujours 
ranger  en  triangle  autant  de  points  qu'ils 
contiennent  d'unités ,  comme  on  va  voir  : 

I,     3,        6,  10,  ij, 


2!  ,  28, 


&C. 

427. 

On  voit  dans  tous  ces  triangles  combien 
chaque  côté  contient  de  points.  Dans  le 
premier  triangle  il  n'y  a  qu'un  point  j  dans 
le  fécond  il  y  en  a  deux  ,  dans  le  troifigne 
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il  y  en  ^  trois  ;  dans  le  quatrième  il  y  en 
a  quatre,  &c.  Ainfî  les  nombres  triangu- 
laires 5  ou  le  nombre  des  points  (  qu'on 
nomme  Amplement  le  triangle  )  ,  fe  règlent 
fur  le  nombre  des  points  que  contient  le 
côté ,  lequel  nombre  on  nomme  en  un  mot 
le  côté.  C'eft-à-dire  que  le  troifieme  nombre 
triangulaire ,  par  exemple  ,  ou  le  troifieme 
triangle ,  efl:  celui  dont  le  côté  a  trois  points  ; 
le  quatrième ,  celui  dont  le  côté  eft  quatre, 
&  ainfî  de  fuite  j  &  voici  comment  nous 
repréfenterons  cette  propriété  : 

Côté 


Triangle 


Côté    , 
Triangle  , 


•    •     • 


•    •    •  •     •     • 

•    •  •     •     • 


Y  4 
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428. 

Il  fe  préfente  donc  ici  la  queftion  5 
comment  ,  le  côté  étant  donné  ,  on  doit 
déterminer  le  triangle  ?  Et  après  ce  que  nous 
avons  expofé ,  nous  y  fatisferons  facilement. 

Car  foit  le  côté  =  «  ,  le  triangle  fera 
i-}-2.'-{-3-l-4+- ••  •«•    Or  1^  fomme  de 
cette  progrefTion  eft  =  ^^  j   par   confé- 
quent  la  valeur  du  triangle  eft^^  (*). 
Et  fi  nz=:\  ^  le  triangle  eft  =1  , 

fi    71=1,    z:=i3, 

fi   72=3  ,   =6 , 

fi    nz=:z^  ,    :=\Oj 

&  ainfi  de  fiiite.  Lorfque  n:^\QO^  le  trian- 
gle ferais:  5050. 

429. 

On  nomme  cette  formule  ^^-i^ ,  la  for- 
mule  générale  des  nombres  triangulaires  ; 

(*)  M.  de  Joncourt  a  publié  à  la  Haye  en  1762  une 
table  des  nombres  trigonaux  ,  qui  répondent  à  tous  les 
nombres  naturels  depuis  i  jufqu'à  20000.  Ces  tables  peu- 
vent être  utiles  pour  faciliter  un  grand  nombre  d'opé- 
rations arithmétiques ,  comme  l'Auteur  le  fait  voir  dans 
une  Introdu'^^ion  fort  étendue. 
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parce  qtie  par  Ion  fecours  on  trouve  le 
nombre  triangulaire  ,  ou  le  triangle  ,  qui 
répond  à  un  côté  quelconque  indiqué  par  n. 

On  peut  transformer  cette  formule  en 
celle-ci ,  ii^^  •  8:  cela  fert  même  à  faci- 
liter le  calcul ,  parce  que  toujours  un  des 
deux  nombres  n ,  ou  /z-j-i  ,  eft  un  nombre 
pair  ,  &  par  conféquent  divifible  par  i. 

C'efl:  ainfi  que  ii  ;2i=:=  i  2  ,  le  triangle  eft 
=  '-^  =  6.13=78.  Et  que  fi /2;i:^i  5  5  le 
triangle  eft  :==  ^=1;  1 5.8^=120  ,  &c. 

430. 

Qu'on  fuppofe  à  préfent  la  différence 
=  2  ;  on  aura  la  progreffion  arithmétique 
fuivante  : 

dont  les  fommes ,  en  prenant  fuccelîive- 
ment  un  ,  deux  ,  trois ,  quatre  termes ,  &c. 
forment  cette  férié  : 
1,4.9,16,25,36, 49  564, 8 1,100,  Il  i,&c. 

On  nomme  les  termes  de  cette  fuite  , 
les   nombres   quadrangulaires  ,     ou   plutôt 
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quarrés  ;  puifqu'en  effet  cette  fuite  repré- 
fente  les  quarrés  des  nombres  naturels , 
comme  nous  les  avons  trouvés  plus  haut  ; 
&  cette  dénomination  leur  convient  d'au- 
tant plus ,  qu'on  peut  toujours  former  un 
quarre  du  nombre  de  points  qu'indiquent 
ces  termes ,  ainfi  qu'on  va  le  voir  : 
1,4,         9,  i6,  25, 


3^>  49 


44I; 

On  voit  ici  que  le  côté  d^un  tel  quarre 
coq^tient  précifément  le  nombre  de  points 
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qu'indique  la  racine  quarrée.  Le  côté  du 
quarre  2  5 ,  par  exemple ,  ell  de  cinq  points  ; 
celui  du  quarre  3  6  eil:  de  fix  points  ;  &  en 
général  donc  ,  fi  le  côté  elt  n ,  c'ell-à-dire 
que  le  nombre  des  termes  de  la  progref- 
fion  51,555,7,  &c.  qu'on  aura  pris> 
foit  indiqué  par  ;: ,  on  voit  que  le  quarre  , 
ou  le  nombre  quadrangulaire  ,  fera  égal  à 
la  fomme  de  ces  termes,  ou  1^/2/2,  ainfi 
que  nous  l'avons  trouvée  à  l'article  422, 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  à 
ces  nombres  quarrés  ,  en  ayant  traité  au 
long  plus   haut. 

432. 

Faifant  maintenant  la  différence  =  3  , 
&  prenant  de  la  même  manière  les  fommes , 
on  obtiendra  des  nombres  qu'on  appelle 
pentagones ,  quoiqu'on  ne  puiffe  plus  fi  bien 
les  repréfenter  par  des  points  (*).  Ces 
fuites  commencent  ainfi  : 

(*)  Ce  îî'eft  pas  cependant  qu'on  ne  puiffe  aufîî  repré- 
kr.izv  par  des  points  les  polygones  d'un  nombre  qi^l* 
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Indices,  1,2,3,4,5,6,7,  8,  9  &c. 
Prö^.anrA.i, 4, 7, 10,13, 16,19,12, 15  &<^* 
Pe;2r^^o;2^,i,5,i2,2  2,3  5,5i,70,92,ii7&c. 
les  indices  indiquant  le  côté  de  chaque  pen- 
tagone, 

433- 

Il  s'enfuit  de  là  que  fi  on  fait  le  côté  =/z , 
le  nombre  pentagone  fera  =iz:  ^"  z:^  ^i>zO^ 
Soit ,  par  exemple  ,  n:=Lj ,  le  pentagone 
fera  1^=70.  Si  on  demande  le  pentagone, 
dont  le  côté  eft  1 00  ,  on  fera /2  :=  1 00  ,  & 
on  aura  14950  pour  le  nombre  cherché. 

conque  de  côtés  ;  mais  la  regle  que  j'ai  remarqué  qu'il  faut 
fuivre  pour  cet  effet ,  &  que  je  vais  indiquer ,  me  paroit 
avoir  échappé  à  tous  les  Algébriftes  que  j'ai  confultés. 

On  commence  par  tracer  un  petit  polygone  régulier 
qui  ait  le  nombre  de  côtés  qu'on  demande  ;  ce  nombre 
refte  confiant  pour  une  même  fuite  de  nombres  poly- 
gones ,  &  il  eft  égal  à  2  plus  la  différence  de  la  pro- 
grefTion  arithmétique  qui  produit  la  fuite  ;  on  choifit  en- 
fuite  un  des  angles  de  ce  polygone  pour  tirer  du  point 
de  concours  autant  de  diagonales  indéfinies  qu'il  efl  pofîi- 
ble  ;  on  prolonge  de  même  indéfiniment  les  deux  côtés 
qui  forment  l'angle  qu'on  a  adopté  ;  après  cela  on  prend 
ces  deux  cotés  &.  les  diagonales  du  premier  polygone  j 
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434. 

Que  fi  Ton  fuppofe  la  différence  z=:  4  ,  on 
parvient  aux  nombres  hexagones  ,  comme 
on  le  voit  dans  les  progreflions  qui  fuivent  : 

refpeéllvement  autant  de  fois  qu'on  veut  flir  les  lignes 
indéfinies  ;  on  tire  des  points  correfpondans  où  le  compas 
s'eft  arrêté  ,  des  lignes  paralleles  aux  côtés  du  premier 
polygone  ,  &  on  les  partage  en  autant  de  parties  égales  , 
ou  par  autant  de  points  qu'en  ont  actuellement  les  dia- 
gonales &  les  deux  côtés  prolongés.  Cette  regle  eu  gé- 
nérale depuis  le  triangle  jufqu'au  polygone  d'un  nombre 
infini  de  côtés.  Les  deux  figures  qui  fuivent  fufliront  pour 
en  faciliter  l'application. 


La  divifion  de  ces  figures  en  triangles  fournit  encore 
matière  à  difterentes  confidérations  curieufes  &  à  des 
transformations  aflez  jolies  des  formules  générales ,  par 
lefquelles  on  voit  dans  ce  chapitre  comment  s'expriment  les 
nombres  polygones  j  mais  je  ne  crois  pas  devoir  m'y 
arrêter. 
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Indices ,  i,!,  3,4,  5,  6,7,  8,  9  &C. 
PAo^.a/£/A.i,5,9,i3,ï7,2i,25,29,33&c. 
Hexagone ,  1,6,1 5 ,18,45 566,91,1  iO,i 5  3  &c* 
les  indices  montrant  encore  le  côté  de 
chaque  hexagone. 

43  5- 

Ainfi  quand  le  côté  eft  /2 ,  le  nombre 
hexagone eft  :==: 2/2/z  —  nzz^n  {in  —  i);& 
on  obfervera  au  refte  que  tous  les  nombres 
hexagones  font  auffi  triangulaires  ,  puiique 
en  ne  prenant  de  ces  derniers  que  le  pre- 
mier ,  le  troifieme  ,  le  cinquième  ,  &c.  on 
a  précifément  la  fuite  des  hexagones. 

436. 

On  trouvera  de  la  même  manière  les 
nombres  heptagones ,  oftogones ,  ennéa- 
gones  ,  &c.  Nous  nous  contenterons  de 
donner  encore  ici  le  tableau  des  formules 
générales  de  tous  ces  nombres  ,  compris 
fous  le  nom  général  de  nombres  polygones. 

En  fuppofant  le  côté  =;z ,  on  a 

triangle  =-7—  =  -^-^ , 
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quarre*      :zz: — - — '=inn^ 
le  V  gone     ^=.^ —  '=■    \      > 

le   VI   gone    zzz^^^  :=inn—n—n{in—i) 

le  VII  gone  z^l^^LHf  ^üli^zi) 

le   VIII  gone  =  ^"\"'*''  =:3;z;2-2/?=;j(3/2-z) 

le  IX  gone   ^Zuîizl^  —"'""-•> 

O  2  2  ) 

k_,  S/272    -6/Z  r  X 

X    gone      rzz — - — r=: 4/2/2-3 72  =  ^(4/2-3) 

le  XI  gone  =—7^=-^^^, 
le  XII  gone  =—7 — z=  5;2;2-4«=/2(5^-4) 
le  XX  gone  =:^-^^^::=  9^/2—8 ^=/z(9'2— 8) 
XXV  gone  —  -^ — =  -^ — ^ , 
m   gone  =:^^ — ^—^ — ^^  (  )• 

437. 

Ainfi  le  côté  étant  /z ,  on  a  en  général  le 
nombre  m  angulaire  =  ^^ — —^ — ^  ;  d  ou 
l'on  peut  déduire  tous  les  nombres  poly- 

(*)  On  remarquera  fans  peine   que    cette  table  n'eH 
que  ceJle  dç  l'article  424  pouflee  plus  loin. 
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gones  polîibles  dont  le  côté  feroit  n.  Si  on 
cherchoit ,  par  exemple ,  les  nombres  bian- 
gulaires  ,  on  auroit  //z  r::^  2  ,  &  par  confé- 
quent  le  nombre  cherché  i==:;2  y  c'eft-à-dire 
que  les  nombres  biangulaires  font  les  nom- 
bres naturels  1,2535  &c. 

Si  on  fait  /;2  ::=:;  3  ,  on  a  le  nombre  trian- 
gulaire =  ii±j}^ 

Si  on  fait  772  =  4 ,  on  a  le  nombre  quarre 
-z^znn,  &c. 

438. 

Suppofons  5  pour  éclaircir  cette  regle  par 
des  exemples ,  qu'on  cherche  le  nombre 
XXV  gone  ,  dont  le  côté  eft  36-;  on  cher- 
chera d'abord  dans  notre  table  le  nombre 
XXV  gone  pour  le  côté  72  5  on  le  trouvera 
__iinn-rxn^  Falfaut  cufuitc  72=36  ,  on  trou- 
vera le  nombre  cherché  ::=  14516. 

439' 

Qitefiion.  Quelqu'un  a  acheté  une  mai- 
fon  5  &  on  lui  demande  combien  il  en  a 
payé?  Il  répond  que  le  nombre  3 65 gone 

de 
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de    1 1  %eiT:    le    nombre    d'écus    qu'il    l'a 
achetée. 

Ahn  de  trouver  ce  nombre  ,  on  fera 
m^zizT^6>,  &  nzz^ii  '^  &  fublHtuant  ces 
valeurs  dans  la  formule  générale  ,  on 
trouvera  pour  le  prix  -de  la  maifon  23970 
écus.  (*). 

(*)  L^  chapitre  qu'on  -'ient  de  lire  ,  eft  intitulé  des  nom- 
hrcs  Jî^urJs  ou  polygones.  On  peut  avoir  remarqué  que  ce 
n'ell  pas  Tans  fondement  que  quelques  Aîgébriftes  dillin- 
guent  entre  nombres  figurés  &  nombres  polygones.  En 
efTet  les  nombres  qu'on  nomme  communément  figurés , 
dérivent  tous  d'une  feule  progreffion  arithmétique ,  & 
chaque  fuite  de  ces  nombres  fe  forme  après  cela  en  ajou- 
tant enfemble  les  termes  de  la  fuite  précédente.  Chaque  fuite 
des  nombres  polygones  ,  au  contraire  ,  provient  d'une 
progrclfion  arithmétique  différente  ;  cela  fait  qu'on  ne  peut 
dire  à  la  rigueur  d'une  feule  fuite  de  nombres  figurés  , 
qu'elle  eil  en  même  temps  une  fuite  de  nombres  poly- 
gones. On  s'en  convaincra  mieux  en  jetant  les  yeux  far 
les  tables  qui  fuivent. 

TABLE  DES   ,\ 0MB RES   FIGURÉS, 

Nombres  conftans —  j.i.  i.    j,    j^      j     ^^ 

naturels    1.2.    3.  4.    5,     6.  &c. 

triangulaires     1.3.   6.10.15.   21.  &c. 

pyramidaux     1.4.10.20.35.   56.  &c. 

trianguli-pyramidaux  l. «5, 1  5.35.70.126.  Sic, 
Tome   /.  Z 
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TABLE  DES  NOMBRES  POLYGONES. 

Diff.  de  la  progr.  Nombres 

1  triangulaires  — ■ —   1.3.  6. 10.15.  ^^' 

2  quarrés      1.4.  9.16.25.  &c. 

3  pentagones ■  1.5.12.22.35.  &:c. 

4  hexagones 1.6. 15. 28.4 5.  &c. 

Les  puiflances  forment  aufîî  des  fuites  particulières  de 

nombres.  Les  deux  premières  fe  retrouvent  dans  les  nom- 
bres figurés ,  &  la  troilîeme  d^ns  les  nombres  poly- 
gones ;  c'eft  ce  qu'on  va  voir  ,  en  fubftituant  à  a  fucceffi- 
yement  les  nombres  1,2,3  &c. 

TABLE    DES    PUISSANCES. 

^"^ '—   I.    I.   I.      I.      I.  &c. 

a' I.  2.  3.     4,     5.  &c. 

Ä* • I.  4.  9.   16.  25.  &c. 

<2^ I.    8.27.    64.125.    &C. 

a^ 1.16.81.256.6x5.  &c. 

Les  Algébriftes  du  feizieme  &  du  dix-feptieme  fiecîe 
fe  font  tous  beaucoup  occupés  de  ces  différentes  efpeces 
de  nombres  &  de  leurs  rapports  entr'elles  ;  ils  y  ont 
trouvé  une  variété  fmguliere  de  propriétés  curieufes  j 
mais  leur  utilité  n'étant  cependant  pas  grande ,  on  néglige 
aujourd'hui ,  avec  raifon  y  d'en  parler  beaucoup  dans  le» 
cours  de  Mathématiques. 


...J 
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I  ' ■ PB—— — qa 

CHAPITRE     VI. 

Du   Rapport   Géométrique. 

440. 

i  ^  E  rapport  géométrique  entre  deux  nom- 
bres contient  la  réoonfe  à  la  queffion  ,  com- 
bien de  fois  l'un  de  ces  nombres  efi:  plus 
grand  que  l'autre  ?  On  le  trouve  en  divi- 
lant  l'un  par  l'autre  j  le  quotient  indique  la 
raifon  cherchée. 

441. 

On  a  donc  trois  chofes  à  confidérer  ici  ^ 
1  .^  le  premier  des  deux  nombres  propofés , 
qu'on  nomme  V antécédent  ;  2.°  Tautre  nom- 
bre ,  qu'on  appelle  le  conféquent-^  3.^  la 
raifon  des  deux  nombres  ,  ou  le  quotient 
de  la  divifion  de  l'antécédent  par  le  conle- 
quent.  Par  exemple  ,  fi  c'eft  le  rapport 
des  nombres  1 8  &  1 2  qu'il  s'agit  d'indiquer , 
18  eft  l'antécédent ,  12  eft  le  conféquent, 

Z  2     ' 
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&  la  raifoîi  fera  ^  :i:=  i  -  ;  d'où  l'on  -vok 
qxie  l'antécédent  contient  le  conféquent 
une  fois  &  demie. 

442. 

On  a  coutume  d'indiquer  le  rapport 
géométrique  par  deux  points  ,  mis  l'un  au- 
deffus  de  l'autre  entre  l'antécédent  &  le 
conféquent. 

Ainfî  a',b  fignifie  le  rapport  géométrique 
de  ces  deux  nombres ,  ou  la  raifon  de  ^  à  a. 
Nous  avons  déjà  remarqué  plus  haut  qu'on 
fe  fert  de  ce  figne  pour  indiquer  la  divifion , 
&  c'eft  auffi  pourquoi  on  l'emploie  ici  j 
parce  qu'aiîn  de  connoître  ce  rapport ,  il 
faut  qu'on  divife  a  par  h,  La  raifon ,  indi- 
quée par  ce  figne  ,  fe  prononce  en  difant 
fimplement  a  eft  à  ^. 

443- 

On  repréfente  donc  l'expreffion  d'un 
rapport  par  une  fra6lion  dont  le  numéra- 
teur eft  l'antécédent ,  &  dont  le  dénomi- 
nateur efl:  le  conféquent.  La  clarté  exige 
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qu'on  réduiiè  toujours  cette  fraftion  à  fes 
moindres  termes  ,  ce  qu'on  fait  ,  comme 
nous  l'avons  montré  plus  haut ,  en  diviiant 
le  numérateur  &  le  dénominateur  par  leur 
plus  grand  com.mun  divifeur.  Ainii  la  frac- 
tion ^  fe  réduit  à  f  ,  en  di\'iiant  les  deux 
termes  par  6. 

444. 

Les  rapports  ne  différent  donc  entr'eux 
qu'en  tant  que  leurs  raifons  font  diffé- 
rentes ;  &  il  y  a  autant  de  différentes 
efpeces  de  rapports  géométriques  qu'on 
peut  imaginer  de  différentes  raifons. 

La  première  efpece  eft  fans  contredit 
celle  où  la  raifon  devient  l'unité  ;  ce  cas 
arrive  quand  les  deux  nombres  font  égaux  , 
comme  dans  5  :  3  ;  4 : 4  j  a  :  j  „•  la  raifon  eft 
ici  1  5  &  à  caufe  de  cela  on  la  nomme  le 
rapport  de  l'égalité. 

Viennent  enfuite  les  efpeces  où  la  raifon 
eft  un  autre  nombre  entier  ;  dans  4 :  2  la 
raifon  eft  2  ,  &  on  la  nomme  raifon  double  ; 

z  3 
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dans  1 2 : 4  la  raifort  eft  3  ,  &  on  la  nomme 
raifon  triple  ;  dans  24:6  la  raifon  eft  4  , 
&  elle  s'appelle  raifon  quadruple  ,  &c. 

Après  ces  efpeces-là  viennent  celles  dont 
les  raifons  s'expriment  par  des  fraftions , 
comme  12:9,  oii  la  raifon  eft  j  ou  i  ^  j 
1 8 :  27  ,  où  la  raifon  eft  j ,  &c.  On  peut 
même  diftinguer  parmi  celles-ci  les  raifons 
où  le  conféquent  contient  exaftement  deux 
fois ,  trois  fois  &c.  l'antécédent  :  tels  font 
les  rapports  6:12,  5:15  &c.  dont  quel- 
ques-uns nomment  les  raifons,  xdxionsjous^ 
doubles  ^  fous- triples  y  &c. 

Nous  ajouterons  qu'on  nomme  raifon  de 
nombre  à  nombre  ,  celle  dont  le  quotient 
n'eft  pas  un  nombre  inexprimable  ,  l'anté- 
cédent &  le  quotient  étant  des  nombres 
entiers ,  comme  11:7,  8:15  &c.  &  qu'on 
appelle  raifon  irrationnelle  ou  fourde ,  celle 
dont  le  quotient  ne  peut  s'exprimer  exac- 
tement ni  par  des  nombres  entiers ,  ni  par 
des  fraftions  ^  comme  y  J  à  8  ,  4  à  y  3. 
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445. 

Soit  à  préfent  a  l'antécédent ,  b  le  confé- 
quent  &  ^  la  raifon  ,  nous  favons  déjà  que 
ß  &  ^  étant  donnés ,  on  trouve  dz=.  ^. 

Que  fi  le  conféquent  b  étoit  donné  avec 
la  raifon,  on  trouveroit  l'antécédent  a=Lbdy 
parce  que  bd  divifé  par  b  fait  d.  Enfin  fi 
l'antécédent  a  eft  donné  &  la  raifon  d ,  on 
trouvera  le  conféquent  ^=^  j  car  en  di- 
vifant  l'antécédent  a  par  ce  conféquent  ~  , 
on  trouve  le  quotient  d ,  c'eft-à-dire  la 
raifon. 

446. 

Tout  rapport  a:b  refte  confiant,  foit 
qu'on  multiplie  ou  qu'on  divife  l'antécé- 
dent &  le  conféquent  par  le  même  nom- 
bre ,  parce  que  la  raifon  refte  la  même. 
Soit  ^la  raifon  àt  a:b  ^  on  a  ^^^^^;  or  la 
raifon  du  rapport  na  :  nb  eft  auffi  ^  zz=  ^ , 

&  celle  du  rapport^:- eft  pareillement^ 
^d. 

Z4 
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447- 

Quand  une  raifon  aété  réduite  à  fes  inoiii^ 
dres  termes ,  il  eft  facile  d'en  reconnoître  le 
rapport  &  de  l'énoncer.  Par  exempl.  quand 
la  raifon^a  été  réduite  à  la  fraftion-,  oi\ 
dit  a:b=:2p:q^  a\b\\p\q^  ce  qui  fe  pro- 
nonce ,  «^  eft  à  ^  comme/»  eft  à  q.  Ainfi  , 
la  raifon  du  rapport  6 : 3  étant  ^  ou  2  ,  on 
dira  6:3  =  2:1.  On  aura  de  même  18:17. 
=:  3:  2,  &  24: 18  =  4:  3,  &  30:45:^2:3 
&c.  Que  fi  la  raifon  ne  peut  s'abréger  ,  le 
rapport  ne  deviendra  pas  plus  clair  ;  on 
ne  fimplifie  pas  en  difant  9 : 7:^=9  : 7. 

448. 

On  peut ,  au  contraire  ,  transformer  quel- 
quefois en  un  rapport  clair  &  fimple  celui 
de  deux  très  -  grands  nombres  ,  favoir  , 
lorfque  la  raifon  fe  réduit  à  de  très-petits 
termes.  Par  exemple  ,  quand  on  peut  dire 

28844:  14422  =  2:1  ,0U  10566:  7ü44:=::^3 

:  2^  ou  57ÖOO:  15200^^  16:7. 
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449- 

lî'eft  donc  effentiel ,  pour  exprimer  un 
rapport  quelconque  de  la  manière  la  pliis 
claire  qu'il  ibit  pofnble  ,  de  chercher  à 
réduire  la  raiibn  aux  plus  petits  nombres 
qu'il  le  puiffe.  Cela  fe  tait  facilement ,  en 
divifant  les  deux  termes  du  rapport  par  leuf 
plus  grand  commun  divifeur.  Par  exemple, 
pour  réduire  le  rapport  57600:25200  à 
celui-ci ,  16:7,  tout  confifte  dans  la  feule 
opération  de  divifer  les  nombres  576  & 
252  par  36 ,  qui  eil:  leur  plus  grand  com- 
mun divifeur, 

450. 

On  voit  donc  auffi  combien  il  importe 
qu'on  fache  toujours  trouver  le  plus  grand 
commun  divifeur  de  deux  nombres  donnés  j 
mais  c'eft  ce  qui  demande  yne  méthode 
-que  nous  détalerons  dans  le  chapitre 
fuivant. 
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CHAPITRE     VIL 

Du  plus  grand  commun  Divlfeur  de  deux 
Nombres  donnés. 


I 
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L  eft  des  nombres  qui  n'ont  d'autre  com- 
mun divifeür  que  l'unité ,  &  quand  le  nu- 
mérateur &  le  dénominateur  d'une  fraftion 
font  de  cette  nature  ,  il  n'efl:  pas  po/îible 
de  la  réduire  à  une  forme  plus  commode. 

On  voit  5  par  exemple  ,  que  les  deux 
nombres  48  &  35  n'ont  pas  de  commun 
divifeur  ,  quoique  chacun  ait  fes  divifeurs 
en  particulier.  C'eft  pourquoi  on,  ne  peut 
exprimer  plus  fimplement  le  rapport  48  : 3  5, 
parce  que  la  divifion  de  deux  nombres  par  i 
ne  les  rend  pas  plus  petits. 

452. 

Mais  lorfque  les  deux  nombres  ont  un 
commun  divifeur ,  on  le  trouve  ,  &  même 
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le  plus   grand  qu'ils  aient,  par  la  regle 
fuivante  : 

Il  faut  divifer  le  plus  grand  des  deux 
nombres  par  le  plus  périt  ;  on  divilèra 
enfuite  par  le  réfidu  le  divifeur  précédent  j 
ce  qui  refte  dans  cette  féconde  divifion  , 
fervira  après  cela  de  divifeur  pour  une, 
troifieme  divifion  ,  dans  laquelle  le.  réfidu 
ou  le  divifeur  précédent  fera  le  dividende , 
&  on  continuera  de  la  même  manière  jus- 
qu'à ce  qu'on  arrive  à  une  divifion  fans 
relie  ;  le  divifeur  de  cette  divifion  ,  &  par 
conféquent  le  dernier  divifeur ,  fera  le  plus 
grand  commun  divifeur  des  deux  nombres 
donnés. 

Voici   cette   opération    pour  les  deux 
nombres  576  &   252  : 
252 


576 

2 

504 

72 

252 
216 

î 

36 

71 

7i 

o. 
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Ainfi  le  plus  grand  commun  divifeur  eft 
ici  3Ö. 

x.  453- 

-  II  fera  bon  d'éclaircir  encore  cette  regle 
par  quelques  autres  exemples. 

Suppofons  qu'on  cherche  le  plus  grand 
comijiun  divifeur  des  nombres  504  &  312, 
on  aura  : 
312 


504 

I 

31Z 

192 

312 
19Î 

I 

120 

192 

t 

120 

7i 

120 

I 

7i 

48 

7i 
48 

■f 

i4 

"48 

ii. 

o. 


Ainfi  24  eft  le  plus  grand  commun  divi- 
feur ,  &  par  conféquent  le  rapport  504:3 1  z 
fe  réduit  à  la  forme  11:1^. 
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454. 

Soit  donné  le  rapport  62  5 : 5  29  ,  &  qu'on 
cherche  le  plus  grand  divifeur  commun- 
entre  ces  deux  nombres  ; 

5^9 


6m 

I 

519 

96 

5^9 
480 

î 

49 

6 

49 

I 

47 

49 

47 

I 

1 

47 
46 

1 

^3 

2 

2 

o. 

Donc  I  eft  ici  le  plus  grand  commun 
divifeur ,  &  par  conféquent  on  ne  peut 
exprimer  la  raifon  625  : 5  29  par  des  nom- 
bres plus  petits,  &  la  réduire  à  de  moindres 
termes. 
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455. 

Il  fera  néceffaire  à  préfent  de  donner  anfli 
la  démonftration  de  cette  regle.  Suppofons 
pour  cela  que  a  foit  le  plus  grand  &  ^  le 
plus  petit  des  nombres  donnés ,  &  que  d 
foit  un  de  leurs  communs  divifeurs  ,  on 
comprendra  d'abord  que  a  èc  h  étant  divi- 
(îbLes  par  d^  on  pourra  aufli  divifer  par  d 
les  quantités  a — by  a — ib  ya — 3^  ,  &  en 
général  a — nb. 

456. 

Le  réciproque  n'eft  pas  moins  vrai  ;  c'eft- 
à-dire  que  fi  les  nombres  b  &  a — nb  font 
divifibles  par  ^,  le  nombre  a  fera  auffi 
divifible  par  d.  Car  nb  pouvant  être  divifés 
par  (/,  on  ne  pourroit  divifer  a — nb  par  d  , 
fi  a  n'étoit  pas,  divifible  de  même  par  d. 

457- 

Nous  remarquerons  de  plus  que  fi  d  eil 
le  plus  grand  commun  divifeur  des  deux 
nombres  b  &  a — nb ,  il  fera  auffi  le  plus 
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grand  commun  divifeur  des  deux  nombres 
a  ik  L  Car  ii ,  pour  ces  nombres  a  èc  b  , 
un  divileur  commun  plus  grand  que  c/ pou- 
voir avoir  lieu ,  ce  nombre  feroit  auffi  un 
divifeur  commun  de  /^  &  a — nb  ,  &  par 
conféquent  d  ne  feroit  pas  le  plus  grand 
divifeur  de  ces  deux  nombres.  Or  nous 
venons  de  fuppofer  d  le  plus  grand  divifeur 
commun  à  ^  &  à  a—nb  y  donc  il  faut  que 
d  foir  auffi  le  plus  grand  commun  divifeur 
de  a  &  de  b. 

458. 

Ces  trois  chofes  étant  pofées  ,  divifons , 
fuivant  la  regle  ,  le  plus  grand  nombre  a  par 
le  plus  petit  /^  y  &  fuppofons  le  quotient=/2, 
nous  aurons  le  réfidu  a~nb  ,  qui  ne  peut 
qu'être  plus  petit  que  b.  Or  ce  refte  a—nb 
ayant  le  même  plus  grand  commun  divi- 
feur avec  b  que  les  nombres  donnés  a&cb, 
on  n'a  qu'à  recommencer  la  divifion ,  en 
divifant  le  divifeur  précédent  b  par  ce 
réfidu  a  —  nb  ;  le  nouveau  réfidu  qu'on 
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ôbtieixlra  5  aura  encore,  avec  le  divifeiir 
précédent ,  le  même  plus  grand  commun 
divifeur ,  &  ainli  de  fuite. 

459- 

On  continuera  donc  de  la  même  ma- 
nière ,  jufqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une 
divifion  fans  refte  ,  c  eft  à-dire  où  le  réfidu 
foit  zéro.  Soit/7  ce  dernier  divifeur,  contenu 
exaftement  un  certain  nombre  de  fois  dans 
fon  dividende  j  ce  dividende  fera  donc 
divifîble  par  p ,  &  aura  la  forme  mp  y 
ainiî  ces  nombres  p  &  mp  font  tous  les  deux 
divifiblcs  par  /? ,  &  il  eft  sûr  qu'ils  n'ont 
pas  de  plus  grand  commun  divifeur  ,  parce 
qu'aucun  nombre  ne  peut  être  divifé  réelle- 
ment par  un  nombre  plus  grand  que  hii- 
m^me.  Par  conféquent  ç'eft  auffi  ce  dernier 
divifeur  qui  eft  le  plus  grand  commun  divi- 
feur des  nombres  propofés  a  &  3 ,  &  \  oilà 
la  dénionftration  de  la  regle  prefcrite. 
460* 

Mettons  ici  encore  un  exemple  de  la 
inême  regle ,  en  cherchant  le  plus  grand 

coHiinun 
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commua  divifeur   des  nombres    1728   & 
2)04.  Voici  l'opération  : 
2304 


1728 


1728 


57Ö 


17281 


c. 


Il  s'enlùit  de  là  que  576  eft  le  plus  grand 
commun  divifeur  ,  &  que  le  rapport  1728 
12304  fe  réduit  à  celui-ci,  3:4;  c'eft-à- 
dire  que  1728  eft  à  2304  tout  comme  3 
eft  à  4. 


CHAPITRE      VIII 

Des  Proportions  Géométrique  s. 


D 


461. 


EUX  rapports  géométriques  font  égaux 
lorfque  leurs  raifons  font  égales.  Cette  éga- 
lité de  deux  rapports  fe  nommée  mxïq propor- 
tion géométrique  ;  &  on  écrit ,  par  exemple , 
a\b:i^c:d  ou  a\b\\c\d ^  pour  indiquer  que 
Tome  L  A  a 
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le  rapport  (2  :  ^  eft  égal  au  rapport  c:d ;  mais 
on  exprime  plus  amplement  la  fignification 
de  cette  formule ,  en  difant  a  eft  à  /^  comme 
c  ä  J.  Une  telle  proportion  eft  celle-ci , 
8:4:1=12:6  },  car  la  raifon  du  rapport  8:4 
eft  -,  &  c'eft  auffi  la  raifon  du  rapport 
12:6. 

462. 

Ainfi  a:b=:c:d  éta^t  une  proportion 
géométrique ,  il  faut  qu'une  même  raifon 
ait  lieu  des  deux  côtés ,  &  que  ^^=  j  ;  & 
réciproquement  fi  les  fraftions  ^  &  ^  (ont 
égales,  on  a  a\b-z=^c\d^ 

463. 

Une  proportion  géométrique  confifte 
donc  en  quatre  termes ,  tels  que  le  pre- 
inier  ,  divifé  par  le  fécond  ,  donne  lé  même 
quotient  que  le  troifieme  ,  divifé  par  le 
quatrième.  On  déduit  de  là  une  propriété 
importante  ,  commune  à  toutes  les  propor- 
tions géométriques ,  &  qui  eft  que  le  produit 
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du  premier  &  du  quatrième  terme  eft  tou* 
jours  égal  au  produit  du  fécond  Se  du  troi- 
fieme  ^  ou  plus  fimplement ,  que  le  produit 
des  extrêmes  eil:  égal  au  produit  des  moyens. 

464. 

Prenons ,  pour  démontrer  cette  propriété , 
la  proportion  géométrique  a:b:z^€\d^  de 
forte  que  f  =  ^.  Si  on  multiplie  l'une  & 
l'autre  de  ces  deux  fraftions  par  ^ ,  on 
obtient  a  nn  y  ,  &  multipliant  de  plus  par  d 
des  deux  côtés  ,  on  a  ad:=^bc.  Or  ad  eft 
le  produit  des  termes  extrêmes  ,  oc  eft  celui 
des  moyens ,  &  ces  deux  produits  fe  trou- 
vent égaux. 

465. 

Réciproquernent  li  les  quatre  nombres 
a,  h  y  c ,  d  ^  font  tels  que  le  produit  des 
deux  extrêmes  a  &  i/  eft  égal  au  produit 
des  deux  moyens  ^  &  c  ,  on  eft  certain  qu'ils 
forment  une  proportion  géométrique.  Car , 
puifque  adz^bc  ^  on  n'a  qu'à  divifer  de  part 

Aa  2 
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&  d'eiutre  par  hd ,  on  aura  |^ zm:  ^ ,   ou  ^ 
i:^  ^ ,  &  par  coniëquent  a:b:::^c\d. 

4GG.         . 

Les  quatre  termes  d'une  proportion  géo- 
métrique ,  comme  a:h=zc\d ^  peuvent  iè 
tranfpofer  de  différentes  m.anieres ,  fans  que 
la  proportion  ceffe  de  lubfifter.  Car  le  prin- 
cipal étant  toujours  que  le  produit  des 
extrêmes  foit  égal  au  produit  des  moyens , 
ou  ad::=^hc  ^  OU  peut  dire  :  iJ^  b:az:::zd:c  ; 
X.''  a\c—b'Jy  y''d:b=c:a^  4.''d:c=b:a. 

467. 

Outre  ces  quatre  proportions  géoiné- 
triques ,  on  peut  en  déduire  encore  d'autres 
de  la  même  proportion ,  a  :  bi=c  :  d.  On  peut 
iine:a-{-b:a,  ou  le  premier  terme  plus 
le  fécond  ,  eff  au  premier  ,  comme  le  troi- 
fieme  -}-  le  quatrième  eft  au  troifieme  ,  c'ert-. 
à-dire,  a'\-b:az=:zc-\-d:c. 

On  peut  enfuite  dire  :  le  premier  —  le 
fécond  eft  au  premier  comme  le  troifieme 
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—  Je  quatrième  eft  au  troifieme  ,  ou  bien 
a — h:az=:zc  —  d:c. 

Car  il  l'on  prend  le  produit  des  extrêmes 
&  des  moyens  ,  on  a  ac — bcz=iac — -ad  ^  ce 
qui  revient  évidemment  à  l'égalité  adzz^hc. 

ÊniîrAl  eft  facile  auffi  de  démontrer  que 
a-\-b\b-i=ic^d\d  ;   6i  que  a—k\b=zc — d\d. 

468. 

Toutes  les  proportions  que  nous  avons 
vu  dériver  de  a\bzizLC\d ,  peuvent  fe  repré- 
fenter  de  la  manière  générale  qui  fuit  : 
maA^nb  \pa-^qb^^^mc~^nd\pc-\-qd. 

Car  le  produit  des  termes  extrêmes  eft 
mpac-^npbc-\-mqad-\-nqbd  ,  ou  ,  puifque 
ad=:ibc  y  ce  produit  devient  mpac-\-npbc 
-^mqbc-\-nqbd.  De  plus  le  produit  des  ter- 
mes moyens  efl:  mpac-\^mqbc-\-npad-\-nqbdy 
ou ,  à  caufe  de  ad-^jc  ,  il  eft  mpac-\-mqbc 
-^npbc-^nqbd ,  ainfi  ces  deux  produits  font 
égaux. 

11  eft  donc  clair  qu'une  proportion  géo- 
métrique étant  donnée,  par  exemple,  6:3 

Aa  3 
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:z=:  lo:  j ,  on  peut  en  déduire  une  infinité 
d'autres  de  celle-ci.  Nous  n'en  mettrons  ici 
que  quelques-unes. 

y,6:zz:iy,iO  ;  6:10=3:5  ;  9:61=1  5:10  ; 

3-3— 5-55  9-M=3-5  5  9-3=^- 5- 

470. 

Puifque  dans  toute  proportion  géomé- 
trique le  produit  des  extrêmes  eft  égal  au 
produit  des  moyens,  on  peut ,  les  trois  pre- 
miers termes  étant  connus ,  trouver  par  leur 
moyen  le  quatrième.  Soient  les  trois  pre- 
miers termes  24: 1 5  rzr  40  à...,  comme  le 
produit  des  moyens  eft  ici  600  ,  il  faut  que 
le  quatrième  terme  multiplié  par  le  premier , 
c'eft-à-dire  par  24 ,  fafle  pareillement  600  ; 
par  conféquent  en  divifant  600  par  24  ,  le 
quotient  2  5  fera  le  quatrième  terme  cher- 
ché, &  la  proportion  entière  fera  24:15 
=  40: 2 5 .  En  général  donc ,  fi  les  trois  pre- 
miers termes  font  a:b=ic: on  mettra  d 

pour  la  quatrième  lettre  inconnue  j  &  puif- 
qu'il  faut  que  ad::^bc ,  on  divifera  de  part 
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&  d'autVe  par  a  ,  &  on  aura  i::=^  A  Ainfi 
le  quatrième  terme  eft  i==  ^ ,  &  on  le 
trouve  en  multipliant  le  fécond  terme  par 
le  troifieme  ,  &  en  divifant  ce  produit  par 
le  premier  terme. 

471. 

Voilà  le  fondement  de  cette  regele  de  trois 
fi  célèbre  dans  l'arithmétique  ;  car  que 
cherche-t-on  dans  cette  regle  ?  On  fuppofe 
trois  nombres  donnés  ,  &  on  en  cherche 
un  quatrième  qui  foit  avec  ceux-là  en 
proportion  géométrique  ;  de  façon  que  le 
premier  foit  au  fécond  comme  le  troifieme 
efl:  au  quatrième. 

Quelques  circonftances  particulières  fe 
préfentent  à  remarquer  ici. 

D'abord  ,  fi  dans  deux  proportions  les 
premiers  &  les  troifiemes  termes  font  les 
mêmes ,  comme  dans  a:bz:^c\d  &  a:f:^:::ic:g, 
je  dis  que  les  deux  féconds  &  les  deux  qua- 
trièmes termes  feront  auffi  en  proportion 

Aa  4 
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géométrique  ,  &  que  b:dz=if:g.  Car  la  pre- 
mière proportion  fe  transformant  en  celle- 
ci  ,  a\czz=.b\d^  &  la  féconde  en  celle-ci ,  a\c 
zi^f'.g^  il  s'enfuit  que  les  raifons  /^:^  ^f'-S 
font  égales ,' puifque  chacune  d'elles  efl 
égale  à  la  raifon  a\c.  Par  exemple ,  fi  5  : loo 
11:^2:405  &  5:1 5:=2:6  ,  il  faut  que  100:40 
=15:5. 

473; 

Mais  fi  deux  proportions  font  telles  que 
les  termes  moyens  font  les  mêmes  dans  l'une 
&  dans  l'autre ,  je  dis  que  les  premiers 
termes  feront  en  raifon  inverfe  avec  les 
quatrièmes.  Cefl-- à-dire ,  fi  a  :  i^zi:::c  :  t/ ,&/:  é 
'-^cig  5  il  s'enfuit  que  a  :.ß=g:J,  Soient ,  par 
exemple  ,  les  proportions  24:8=9:3  ,  & 
6 :  8^:19  :ii  y  on  aura  24  :  6=  12:3.  La  raifon 
en  eft  évidente  :  la  première  proportion 
donne  ad^:=zbc  ;  la  féconde  donne  fg=hc  ; 
donc  cid:=zjg  èca:f=g:d^  ou  a:g=.f:d. 

.474. 

Deux  proportions  étant  données ,  on  peut 
toujours  en  faire  une  nouvelle  ,  en  muiti- 
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pliant  fépBrément  le  premier  terme  de  l'une 
par  le  premier  terme  de  l'autre  ,  le  fécond 
par  le  fécond  ,  &  ainfi  des  autres  termes. 
C^\!i  ainfi  que  les  proportions  a\hz==ic\d  & 
e:ß==20\h  fourniront  celle-ci ,  ae\bfzizzcg\dh. 
Car  la  première  donnant  ad=.hc  ,  &  la  fé- 
conde donnant  ^hzzz^fg ,  on  aura  auffi  adek 
=:!?cfg.  Or  adc/i  eft  le  produit  des  ex- 
trêmes ,  &  /5  c  /"^  eft  le  produit  des  moyens 
dans  la  nouvelle  proportion  ;  ainfi  ces  deux 
produits  étant  égaux  ,  la  proportion  eft 
vraie. 

_475- 

Soient ,  par  exemple  ,  les  deux  propor- 
tions,  6:4=15:10  &  9:12=15:20,  leur 
combinaifon  donnera  la  proportion,  6,9:4 
.1  iz=zi  5  .1 5  :io.  20  , 

ou  54:48  =  225:200, 

ou     9  :  Szzz:     9    :   8. 

476. 

Nous  obferverons  enfin  que  fi  deux  pro- 
duits font  égaux  ,  comme  adz=:bc ,  on  ueut 
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réciproquement  convertir  cette  égalité  en 
une  proportion  géométrique. 

On  a  toujours  l'un  des  fafteurs  du  pre- 
mier produit  à  un  des  fafteurs  du  fécond 
produit  y  comme  l'autre  fafteur  du  fécond 
produit  à  l'autre  fafteur  du  premier  produit  ; 
c'eft-à-dire  ,  dans  notre  cas  a:c:=:=:h:d ,  ou 
a:hz=LcA.  Soit  3.8=^4.6,  on  en  formera 
cette  proportion,  8:4=6:3,  ou  celle-ci , 
3:4=6:8,  De  mênne  fi  3.5=1.15 ,  on  aura 
5:i5=i:5,ou5:i  =  i5:},ou3:i=i5:5. 

CHAPITRE     IX. 

Remarques  fur  les  Proportions  &  fur  leur 
ufage. 

V^ETTE  théorie  eft  tellement  néceflaire 
dans  la  vie  commune  ,  que  perfonne  pref- 
que  ne  peut  s'en  paffer.  Il  y  a  toujours  pro- 
portion entre  les  prix  &  les  marchandife^  j 
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&  quand*  il  eft  queftion  de  différentes  ef- 
peces  de  monnoie  ,  tout  fe  réduit  à  déter- 
miner les  rapports  qui  font  entr'cUes.  Les 
exemples  que  ces  réflexions  nous  four- 
niffent ,  feront  très-propres  à  éclaircir  les 
principes  des  proportions  ,  &  en  faire  voir 
Futilité  dans  l'application. 

478. 

On  voudroit  favoir ,  par  exemple  ,  le 
rapport  entre  deux  efpeces  de  monnoie  : 
fappofons  un  louis  d'or  vieux  &  un  ducat  ; 
il  faudra  voir  d'abord  combien  ces  efpeces 
valent ,  étant  comparées  à  une  même  ef- 
pece.  Ainfi  un  louis  vieux  valant  à  Berlin 
5  rixdales  &  8  gros ,  ^&  un  ducat  valant 
3  rixdales ,  fi  on  réduit  ces  deux  valeurs  à 
une  même  efpece  ;  foit  à  des  rixdales ,  ce 
qui  donne  la  proportion  i  L.:iD.:i=:5  ^R. 
:  ^  R.  ou  =  i6:  9  j  foit  à  des  gros  ,  dans 
lequel  cas  on  auroit  i  L.  :  i  D.  ==:  i  28  : 7 z 
mz:  16:9.  On  voit  que  ces  proportions  don- 
nent !e  rapport  jufte  du  louis  vieux  au  ducat  -^ 
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car  l'égalité  des  produits  des  extrêmes  & 
des  moyens  donne  dans  l'une  &  dans  l'autre 
^  louis  ;:=  16  ducats  j  &  au  moyen  de  cette 
comparaifon  on  pourra  changer  en  ducats 
une  fomme  quelconque  de  louis  d'or  vieux , 
&  réciproquement.  Suppofez  qu'on  de- 
mande combien  looo  louis  vieux  font  en 
ducats ,  vous  ferez  cette  regle  de  trois  : 
9  louis  font  1 6  ducats  j  que  font  1 000  louis  ? 
&  vous  répondrez  ,  1777  -  ducats. 

Que  11  Ton  demandoit ,  au  contraire , 
combien  1000  ducats  font  de  louis  d'or 
vieux  ,  il  faudroit  faire  cette  regle  de  trois  : 
16  ducats  font  9  louis  j  que  font  1000  du- 
cats ?  réponfe  y   562  ^  louis  d'or  vieux. 

479- 

Ici  (  à  Saint-Pétersbourg  )  la  valeur  du 
ducat  varie  &  dépend  du  cours  du  change. 
C'efl:  ce  cours  qui  détermine  la  valeur  du 
rouble  en  ftuvers  ou  fous  de  Hollande  , 
defquels  105   font  un  ducat. 

Ainfi  quand  le  change  eft  à  45  ftuvers , 
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on  a  cefte  proportion  ,  i  rouble  :  i  ducat 
;z=:45  :i05  =  3  : 7  ;&  de  là  l'égalité  :  7  rou- 
bles =  3  ducats. 

On  trouvera  par-là  combien  un  ducat 
fait  en  roubles  j  car  3  ducats  17  roubles 
=  I  ducat  : . . .  réponfe  ,  2  -  roubles. 

Si  le  change  étoit  à  50  ftuvers ,  on  auroit 
cette  proportion,  i  rouble  :  i  ducat  =  50 
:  105 1^10:21,  ce  qui  donneroit  21  rou- 
bles =  I  o  ducats  ;  &  on  auroit  i  ducat =2  ^ 
roubles.  Enfin,  quand  le  change  eft  à  44 
ftuvers ,  on  a  1  rouble  :  i  ducat  :  =  44  :  i  o  5 , 

&  par  conféquent  i  ducat  zzm^-^^  ro\ibles 
=  2  roubles  38  ^  copeckes. 

480. 

Il  s'enfuit  de  là  qu'on  peut  auffi  comparer 
enfemble  plus  de  deux  efpeces  de  monnoie , 
ce  qu'on  a  très-fréquemment  occafion  de 
faire  dans  les  lettres  de  change.  Suppofons , 
pour  en  donner  un  exemple  ,  que  quelqu'un 
d'ici  ait  1000  roubles  à  faire  payer  à  Berlin , 
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&  qu'il  veuille  favoir  combien  cette  fomme 
fait  en  ducats  à  Berlin. 

Le  change  eft  ici  à  47  ^  ,  c'eft-à-dire 
qu'un  rouble  fait  47  ^  ftuvers.  En  Hollande , 
20  ftuvers  font  un  florin  ;  2  ^  florins  de 
Hollande  font  une  rixdale  de  Hollande. 
De  plus  le  change  de  la  Hollande  avec  Berlin 
efl:  à  142,  c'efl:-à-dire  que  pour  ico  rix- 
dales  hollandoifes  on  paye  à  Berlin  I42 
rixdales.  Enfin  le  ducat  vaut  à  Berlin  3 
/  rLxdales. 

481. 

Pour  réfoudre  maintenant  la  quellion 
propofée ,  allons  pas  à  pas.  En  commençant 
donc  par  les  fluvers  ,  puifque  i  rouble 
=  47  ^  fliuvers ,  ou  2  roubles  =  9  5  ftuvers 
nous  ferons  2  roubles  :  9  5  fl:uvers  ^=  1 000... 
réponfe  y  47500  fluvers  ;  &:  fi  nous  allons 
plus  loin  &  que  nous  difions  ,  20  fl:uvers 
:i  florin=:=47500  fl:uvers:....  nous  aurons 
2375  florins. 

De  plus ,  2  \  florins  =3=  i  rixdale  hollan- 
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dolle  ,  ojLi  5  florins  =  i  rixdales  hollan- 
doilès  j  on  fera  donc  5  florins  :  2  rixdales 
hollandoifes  :=z  2375  florins  : . .  • .  réponje  , 
950  rixdales  hollandoifes. 

Prenant  enfuite  les  écus  de  Berlin  fuivant 
le  change  à  1 42  ,  nous  aurons  100  rixdales 
hollandoifes  1142  rixdales  =  9  jo  :  au  qua- 
trième terme  ,  i}v9  rixdales  de  Berlin. 
Paflx)ns  enfin  aux  ducats ,  &  difons  }  rixdales 

:  I  ducat  z=z:i  349  rixdales  à rép.  449  '; 

ducats.  . 

482. 

Suppofons ,  pour  rendre  ces  calculs  en- 
core plus  complets  ,  que  le  Banquier  de 
Berlin  fafl^e  difficulté  ,  fous  quelque  pré- 
texte que  ce  foit ,  de  payer  cette  fomme , 
&  qu'il  ne  veuille  acquitter  la  lettre  de 
change  qu'à  raifon  de  cinq  pour  cent  de 
rabais ,  c'eft-à-dire  en  ne  payant  que  1 00 
au  lieu  de  105 ,  il  faudra  encore  faire  cette 
regle  de  trois:  105  :  100  =  449  j  à  un  qua- 
trième terme  ,  qui  eft  428  ^  ducats. 
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483. 

Nous  venons  de  voir  qu  on  avoit  befoin 
de  fix  opérations  en  fe  fervant  de  k  regle 
de  trois  ;  or  on  a  trouvé  moyen  d'abréger 
extrêmement  ces  calculs  par  la  regle  qu'on 
nomme  regle  de  réduaion.  Pour  expliquer 
cette  regle ,  nous  confidérerons  d'abord  les 
deux  antecedens  de  chacune  des  fix  opé- 
rations précédentes  : 

1.)         2  roubles    :     95  ftuvers. 
II.)       20   ftuvers     :        i   Aor.  holl. 
111.)         5  flor.  holl.  :       1  rixd.  holl. 
IV.)     100  rixd.  hol.  :   141  "xd. 
V.)        3    rixdales   :        1   ducat. 
VI.)     105     ducats     :   100  ducats. 
Si  nous  repaffons  à  préfent  fur  les  calculs 
ci-deffus,  nous  remarquerons    que    nous 
avons  toujours  multiplié  la  fomme  propo- 
fée  par  les  féconds  termes  ,  &  que  nous 
avons  divifé  les  produits  par  les  premiers 
termes  ;  il  eft  donc  clair  qu'on  parviendra 
au  même  réfultat ,  en  multipliant  la  fomme 

propofée 
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proposée  toute  d'une  fois  ,  par  le  produit 
de  tous  les  féconds  termes ,  &  en  divifant 
par  le  produit  de  tous  les  premiers  termes. 
Ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  qu'on 
n'aura  qu'à  faire  la  regle  de  trois  fuivante  : 
Comme  le  produit  de  tous  les  premiers 
termes  eft  au  produit  de  tous  les  féconds 
termes ,  ainfî  le  nombre  de  roubles  donné 
eft  au  nombre  de  ducats  payables  à  Berlin. 

484. 

Ce  calcul  s'abrège  encore  davantage , 
quand  parmi  les  premiers  termes  il  s'en 
trouve  qui  ont  des  divifeurs  communs  avec 
quelques-uns  des  féconds  termes  ;  car  dans 
ce  cas  on  efface  ces  termes ,  &  on  met  à 
la  place  les  quotiens  provenus  de  ladivifion 
par  ce  divifeur  commun.  L'exemple  précé- 
dent prendra  de  cette  manière  la  forme 
qu'on  va  voir  : 


Tomt  L  B  b 
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Roubles      3:.  J90f  ftuv.    1000  r""' 

^0.  I   flor.  hoUand. 

^.  2  rixd.  hoUand. 

100.  142  rixd, 

3.  1    duc. 

1-0^.2  1.  ßf"  i(l^(^  duc. 

6300  :  2698  =   1060  à.... 


7)26980. 
•  428(2.  Rép.  428  ^  ducats. 

485. 

L'ordre  qu'il  faut  fuivre  en  fe  fervant  de 
la  regle  de  réduction  eft  celui-ci  :  on  com- 
mence par  l'efpece  de  monnoie  dont  il  eft 
queftion  ,  &  on  la  compare  avec  une  autre 
qui  doit  commencer  le  rapport  fuivant ,  dans 
lequel  on  compare  cette  féconde  efpece 
avec  une  troifieme  ,  &  ainfi  de  fuite  j  de 
façon  que  chaque  rapport  commence  par 
l'efpece  par  laquelle  le  rapport  précédent 
finiflbit  y  on  continue  de  même  jufqu'à  ce 
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qu*on  arrive  à  refpece  fur  laquelle  on 
demande  la  réponfe  ,  Se  à  la  fin  on  tient 
compte  encore  des  faux  frais. 

486. 

Donnons  encore  d'autres  exemples ,  afin 
de  faciliter  la  pratique  de  ces  opérations. 

Si  les  ducats  gagnent  à  Hambourg  i  pour 
cent  fur  deux  rixdales  de  banque  ,  c  eft-à- 
dire  que  50  ducats  valent,  non  pas  100, 
mais  I G I  rixdales  de  banque  ,  &  que  le 
chanQ:e  entre  Hambourg;  &  Konio;sbers 
foit  119  gros  de  Pologne,  c'eft-à-dire  que 
I  rixdale  banco  faffe  1 1 9  gros  polonois  , 
combien  feront  icoo  ducats  en  florins  polo- 
nois ?  30  gros  polonois  font  i  florin  polon. 


Ducat     I 

:       2  rixd.  B.^  looo  duc. 

^00    50 

:   loi  rixd.  B.^ 

1 

119  gros  poL 

30 

:       I  flor.  pol. 

I  s  00  :  12019  =  i  O00  duc, 


3)  1  20190. 
5)40063(1. 

8012(5.  i?^)?.  8012- fl.  p. 
Bb  z 
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487. 

On  peut  auffi  abréger  encore  un  peu  da- 
vantage ,  en  écrivant  le  nombre  qui  fait  le 
troifieme  terme  au-deffus  du  fécond  rang  ; 
car  alors  le  produit  du  fécond  rang  ,  divifé 
par  le  produit  du  premier  rang  ,  donnera 
la  réponfe  défirée. 

Queflion.  On  fait  venir  à  Leipfig  des 
ducats  d'Amfterdam ,  ayant  cours  dans  cette 
dernière  ville  à  raifon  de  5  flor.  4  ftuvers 
courans ,  c'eft-à-dire  que  i  ducat  vaut  1 04 
ftuvers  ,  &  que  5  ducats  valent  26  florins 
hoUandois.  Si  donc  )^agio  di  B.^  eAk  Ams- 
terdam de  5  pour  cent ,  c'eft-à-dire  que 
105  courans  faffent  100  de  banque,  &  que 
le  change  de  Leipfig  à  Amfterdam  ,  en 
argent  de  banque  ,  foit  133  ^  pour  cent, 
c'eft-à-dire  que  pour  1 00  rixdales  on  paye 
à  Leipfig  1 3  3  -  rixdales  ;  enfin  2  rixdales  de 
Hollande  faifant  5  florins  de  Hollande  ,  on 
demande  combien  ,  fuivant  ces  changes  , 
il  faudra  payer  de  rixdales  à  Leipfig  pour 
1000  ducats? 
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jf.i000  ducats. 

Ducats       f  :  26  fl.  holl.  cour. 

^0f.2I  :  4^2-0.^00  flor.  holl.  B.^ 

;f  :  z  rixd.  B.^ 

400«^  :  53  3   rixd.  àLeipf. 


7)^8477(4, 
2639. 
i?e)?.  2639  17  rixdales  ,  ou 
2639  rixdaies  &  i  j 
i)ons  gros. 


CHAPITRE      X. 

Des  Rapports  compofés^ 

488. 

V>^  N  obtient  des  rapports  compofés ,  en 
multipliant  par  ordre  les  termes  de  deux 
ou  de  plufieurs  raifons ,  les  antecedens  par 
les  antecedens ,  &  les  conféquens  par  les 

Bb  3 


590  E   L    é    M    E    N    s 

conféquens ,  &  on  dit  alors  que  le  rapport 
entre  ces  deux  produits  eft  compojé  des 
rapports  donnés. 

C'eft  ainfi  que  les  rapports  a\h^c\i^e\f 
donnent  le  rapport  compofé  accibdfÇ). 

489. 

Une  raifon  reftant  toujours  la  même , 
quand  ,  pour  l'abréger ,  on  divife  fes  deux 
termes  par  un  même  nombre ,  on  peut  faci- 
liter beaucoup  la  compofition  ci-deffus 
en  comparant  les  antecedens  &  les  confé- 
quens dans  le  deffein  de  faire  de  telles 
réduftions  ,  ainfi  que  nous  l'avons  fait  dans 
le  chapitre  précédent. 

Voici  5  par  exemple  y  comment  on  trouve 
le  rapport  compofé  des  rapports  donnés 
qui  fuivent. 

(*)  Chacune  de  ces  trois  raifons  eft  dite  être  une  des 
racines  de  la  raifon  compofée. 
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%        Rapports   donnés. 
12:25,  28:33,    &   55:56' 


39^ 


2:8' 


5- 

Donc  2:5    eft  la  raifon  compofée  qu'on 

cherchoir. 

490. 
Le  même  procédé  a  lieu  ,  quand  il  s'agit 
d'opérer  en  général  fur  des  lettres  ;  &  le 
cas  le  plus  remarquable  eft  celui  où  chaque 
antécédent  eft  égal  au  conféquent  de  la 
raifon  précédente.   Si  les  raifons  données 

font 

h 


a 

h 

c 

d 

e 


c 
d 
e 
ci; 


la  raifon  compofée  eft  1:1. 
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491. 

On  verra  Futilité  de  ces  principes ,  en 
remarquant  que  deux  champs  quarrés  ont 
entr'eux  un  tel  rapport ,  compofé  des  rap- 
ports des  longueurs  &  des  largeurs. 

Soient ,  par  exemple  ,  les  deux  champs 
A  &iB  i  que  A  ait  500  pieds  de  longueur 
fur  60  pieds  de  largeur ,  &  que  la  longueur 
de  B  foit  de  360  pieds  ,  &  fa  largeur  de 
100  pieds  ;  le  rapport  des  longueurs  fera 
500:560,  &  celui  des  largeurs  60:100. 
Ainfi  l'on  a 

;f00,5  :  6,^^0. 
^0      :      1-00, 


5   :   6. 

Donc  le  champ  A  eft  au  champ  B  comme 
5   à  6. 

492. 

Autre  exemple.  Soit  le  champ  A  long 
de  720  pieds,  large  de  88  pieds  ;  le  champ 
B  long  de  660  pieds ,  &  large  de  90  pieds , 
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on  compbfera  les  rapports  de  la  manière 
qui  fuit  : 


Rapport  des  long.  '[J^^^S 
Rapport  des  larg.     ^8^  S'  2 


^0. 


Rap.  des  champs  A  &:  B  16  :  15. 

493- 

De  plus ,  s'il  s'agit  de  comparer  deux 
chambres  ,  relativement  à  Tefpace  ou  au 
contenu,  on  obfervera  que  ce  rapport  eft 
compofé  de  trois  rapports  ;  lavoir,  de  celui 
des  longueurs ,  de  celui  des  largeurs  &  de 
celui  des  hauteurs.  Soit  ,  par  exemple  ,  la 
chambre  A ,  dont  la  longueur  =  16  pieds , 
la  largeur  z=  1 6  pieds  ,  ö^  ia  hauteur  =  1 4 
pieds  ;  &  la  chambre  B ,  dont  la  longueur 
=  4Z  pieds,  la  largeur  =::=  24  pieds,  &  la 
hauteur  =  10  pieds;  on  aura  ces  trois 
rapports  : 

pour  la  longueur  ;^é,^  :  ^3^,1j^ 
pour  la  largeur  -?^',4r,i  :  ^^5^. 
P'^ur  la  hauteur*    ^-^,2       :    ^0,5. 
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Ainfi  le  contenu  de  la  chambre  A  eft  au 
contenu  de  la  chambre  B  comme  4  à  5, 

494. 

Lorfque  les  raifons  qu'on  compofe  de 
cette  manière  font  égales  ,  il  en  réfuke  des 
'raifons    multiples.    Savoir  ,    deux   raifons 
égales  donnent  une  raifon  doublée  ou  quar- 
rée;  trois  raifons  égales  produifent  la  raifon 
triplée  ou  cubique  ,  &  ainfi  de  fuite.   Par 
exemple ,  les  raifons  a:b  èi  a\h  donnent  la 
raifon  compofée  aa  :  bb  ;  c'eft  pourquoi  l'on 
dit  que  les  quarrés  font  en  raifon  doublée 
de  leurs  racines.  Et  le  rapport  a  :  b  multiphé 
trois  fois ,  donnant  le  rapport  a  '  :  i  S  on  dit 
que  les  cubes  font  en  raifon  triplée  de  leurs 
racines.  jl 

495- 

On  enfeigne  dans  la  Géométrie  que  deux 
efpaces  circulaires  font  en  raifon  doublée  | 
de  leurs  diamètres  j  cela  fignifie  qu'ils  font  * 
l'un  à  l'autre  dans  le  rapport  des  quarrés  de 
leurs  diamètres. 
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Soit  A  un  tel  elpace  dont  le  diamètre 
1=45  pi^ds ,  &  iS*  un  autre  efpace  circu- 
laire dont  le  diamètres  30  pieds  ;  le  pre- 
mier efpace  fera  au  fécond  comme  45.45 
à  30.30  ,  ou  ,  en  composant  ces  deux  rai- 
fons  égales  , 


Donc  ces  deux  aires  font  entr'elles  commis 
9  à  4. 

496. 

On  démontre  auffi  que  les  folidités  des 
fpheres  font  en  raifon  cubique  des  dia- 
mètres de  ces  globes.  Ainfi  le  diamètre  d'un 
globe  A  étant  i  pied  ,  &  le  diamètre  d'un 
globe  B  étant  2  pieds ,  la  foiidité  de  A  fera 
à  celle  de  B  comme  1^:2^,  ou  comme 
I  à  8. 

Si  donc  ces  fpheres  font  d'une  même 
matière  ,  la  fphere  B  pefera  8  fois  autant 
que  la  fphere  A. 
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497- 

On  voit  qu'on  peut  trouver  par-là  le 
poids  des  boulets  de  canon  ,  leurs  diamètres 
&  le  poids  d'un  feul  étant  donnés.  Soit,  par 
exemple ,  le  boulet  A  dont  le  diamètre  :=  i 
pouces ,  &  le  poids  =  5  livres ,  &  qu'on 
demande  le  poids  d^un  autre  boulet  dont 
le  diamètre  feroit  de  8  pouces  ,  on  aura 
cette  proportion  ,  2  '  :  8  ^  ;=  5  ;  au  qua- 
trième terme  ,320  liv.  qui  indique  le  poids 
du  boulet  B.  On  auroit  pour  un  autre  boulet 
C y  dont  le  diamètre  feroit  =:  1 5  pouces, 
2  '  :  1 5  5  z=  5  : Rép.  2 1 09  |  liv. 

498. 

Quand  on  cherche  le  rapport  de  deux 
fraftions  ,  comme  f  ^  j  >  on  peut  toujours 
l'exprimer  en  nombres  entiers  ;  car  on  n'a 
qu'à  multiplier  les  deux  fractions  par  bd , 
on  obtiendra  le  rapport  ad:bc  qui  eft  égal 
à  l'autre  ,  &  d'où  réfulte  la  proportion^  :  j 
z=zad:bc.  Si  donc  û<i&  bc  ont  des  divifeurs 
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commun» ,  le  rapport  pourra  fe  réduire  à 
de  moindres  termes.  C  eft  ainfi  que  —  :  ^ 

:z=  15.  36:14.  2 5:=  9:  10. 

499. 

On  voudroit  favoir  encore  quel  eft  le 
rapport  des  fraftions  ^  &:  \  ;  il  eft  clair  qu'on 
aura  ^  :  1 1^  /J  :  :z  ;  ce  qu'on  exprime  en 
difant  que  deux  fraftions  qui  ont  l'unité 
pour  numérateur ,  font  en  raifon  réciproque 
ou  inverfe  de  leurs  dénominateurs.  On  dit  la 
même  chofe  de  deux  fraftions  qui  ont  un 
même  numérateur  quelconque  j  car  ~  :  ~ 
'=:b:a.  Mais  fi  deux  fraftions  ont  leurs  dé- 
nominateurs égaux ,  comme  7*7,  elles  font 
en  raifon  directe  des  numérateurs ,  favoir , 
comme  a  :/^.  Ainfi|  :-^i=-|:-^=6:i=i:i, 

Ö       10  16     16  'f  ^ 

&I0       l) 
y:-^=io:  15,  ou  =  2:3, 

500. 

On  a  remarqué  dans  la  chute  libre  des 
corps ,  qu'un  corps  tombe  de  1 5  pieds  dans 
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une  féconde  ,  que  dans  deux  fécondes  de 
temps  il  tombe  de  la  hauteur  de  60  pieds  , 
&  que  dans  trois  fécondes  il  tombe  de  1 3  5 
pieds  ^  on  en  a  conclu  que  les  hauteurs  font 
entr'elles  comme  les  quarrés  des  temps , 
&  que  réciproquement  les  temps  font  en 
raifon  fous-doublée  des  hauteurs  y  ou  comme 
les  racines  quarrées  des  hauteurs. 

Si  donc  on  demande  combien  de  temps 
il  faut  à  une  pierre  pour  tomber  de  la  hau- 
teur de  2160  pieds;  on  aura  15:2160=1 
au  quarre  du  temps  cherché.  Ainfi  le  quarre 
du  temps  cherché  eft  144,  &  par  confé- 
quent  le  temps  qu'on  demande  eft  12 
fécondes. 

501. 

On  demande  combien  de  chemin^  ou 
quelle^hauteur,  une  pierre  pourra  parcourir 
en  tombant  pendant  une  heure  de  temps , 
c'eft-àdire  en  5600  fécondes?  On  dira 
donc ,  comme  les  quarrés  des  temps,  c'eft- 
à-dire  i":  5600'';  ainfi  la  hauteur  donnée 
^zz:  1 5  pieds ,  à  la  hauteur  cherchée. 
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2960000=15:....  19  4400000  haut^ 
1 5  cherchée. 


6480CC00 
1296 


194400000. 

Si  nous  comptons  maintenant  18000 
pieds  pour  une  lieue ,  nous  trouverons  cette 
hauteur  de  10800  ,  &  par  conféquent  près 
de  quatre  fois  plus  grande  que  le  diamètre 
de  la  Terre. 

502. 

Il  en  eft  de  même  à  l'égard  du  prix  des 
pierres  précieufes ,  lefquelles  ne  fe  vendent 
pas  dans  la  proportion  des  poids  ;  tout  le 
monde  fait  que  ces  prix  fuivent  un  plus 
grand  rapport.  La  regle  pour  les  diamans 
eft  ,  que  le  prix  eft  en  raifon  quarrée  du 
poids  ,  c  eft-à-dire  que  le  rapport  des  prix 
eft  égal  à  la  raifon  doublée  des  poids.  On 
exprime  le  poids  des  diamans  en  carats  , 
&  un  carat  vaut  4  grains  5  fi  donc  un  dia- 
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mant  d'un  carat  vaut  lo  liv.  un  diamant 
de  100  carats  vaudra  autant  de  fois  lo 
livres  ,  que  le  quarre  de  loo  eft  plus  grand 
que  I  j  ainfî  en  aura  ,  fuivant  la  regle  de 
trois  , 

I*:       ioo'::=io  liv.  : 
ou  1   :  loooo  =io: i2^/?.iooooo  liv. 

Il  y  a  un  diamant  en  Portugal  qui  pcie 
i68o  carats  j  fon  prix  le  trouvera  donc  en 
faifant 

1*:         i68o'  =  io  liv.  : .....  ou 

I   :  2811400  i=iQ  :   28124000  liv. 

503. 

Les  poftes  fourniffent  affez  d'exemples 
de  rapports  compofés  ,  parce  qu'elles  iè 
payent  en  raifon  compofée  du  nombre  des 
chevaux  &  de  celui  des  lieues  ou  des  portes. 
Par  exemple ,  un  cheval  fe  payant  10  Ibus 
par  pofte  ,  qu'on  veuille  favoir  ce  qu'on 
aura  à  payer  pour  28  chevaux  Se  pour  4  { 

poftes  ? 
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poiles  .\  On  écrira  d'abord  le  rapport  des 

chevaux  , i    :     28  , 

fous  ce  rapport  on  mettra  celui 

des  portes  , ^ —     2   :      9  , 

&  compofant  les  deux  rapports , 

on  aura 2:252, 

ou  1  :  1261=:  I  liv.  à  126  fr.  ou  42  écus. 

Autre  queflion.  Si  on  paye  un  ducat  pour 

huit  chevaux  par  trois  milles  d'Allemagne  ^ 

combien    coûteront  trente  chevaux  pour 

quatre  milles  ?  On  fera  le  calcul  fuivant: 


% 

:  ^*,j 

'hh 

^ 

:     ■^^ 

1 

•   )  — 

1  du 

[uc.  :  au  4.   terme  ,  qui 
fera  j  duc. 

504. 

La  même  compofoion  des  rapports  fe 
préfente  ,  quand  il  eft  queftion  de  payer 
des  Ouvriers  ,  puifque  ces  payemens  fui- 
vent  ordinairement  la  raifon  compofée  du 
nombre  des  Ouvriers  &  de  celui  des  jours 
qu'on  les  a  employés. 

Tome  L  Ce 
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Si  on  donne ,  par  exemple,  25  fous  par 
jour  à  un  Maçon ,  &  qu'on  demande  ce 
qu'il  faudra  payer  à  vingt-quatre  Maçons 
qui  auront  travaillé  pendant  50  jours  ?  On 
fera  ce  calcul  : 
I  :  24 

I  :  i2ooi=:2j  : 1500  francs 

Jj 

20)30000(1 500. 

Comme  dans  ces  fortes  d'exemples  on 
a  cinq  données  ,  on  nomme  dans  les  livres 
d'Arithmétique  regle  de  cinq ,  celle  qui  fert 
à  réfoudre  ces  queftions. 


u 
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CHAPITRE      XL 

Des  Progreßions  géométriques^ 

-    505. 


NE  fuite  de  nombres  qui  deviennent 
toujours  un  même  nombre  de  fois  plus 
grands  ou  plus  petits  ,  fe  nomme  une 
progrejjion  géométrique  ,  parce  que  chaque 
terme  eft  conftamment  au  fuivant  dans  le 
même  rapport  géométrique.  Et  le  nombre 
qui  indique  combien  de  fois  chaque  terme 
eft  plus  grand  que  le  précédent ,  s'appelle 
Yexpofant,  Ainfi ,  quand  le  premier  terme 
eft  I  &  l'expofant  =  i  ,  la  progreßion  géo- 
métrique devient  : 

Tez-zTze^  1,2, 3,4,  5,  6,  7,  85  9  &c. 
Progr.  I,  2,4,  85 16 5  32,645128,  256&C. 
les  nombres  1,2,3  &c.  marquant  tou- 
jours les  quantièmes  termes  de  la  pro- 
greffion» 

Ce  2 
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5OÖ. 

Si  on  fuppoie ,  en  général  ,  le  premier 
terme  z=za  &c  l'expofant  3=:  ^ ,  on  a  la  pro- 
greffion  géométrique  fuivante  : 

1^^535     4?       Î7      69      79      8..../2. 

Progr.  J,  a/?»,  ab\  ah\  ab\  ab\  ab^y  ab\.  ab""'^. 
Ainfi  ,  quand  cette  progreflion  efl:  de  n 
termes ,  le  dernier  ;erme  efl:  ■^lah''^^.  Il  faut 
remarquer  ici ,  que  fi  l'expofant  b  eft  plus 
grand  que  l'unité  ,  les  termes  augmentent 
continuellement  \  que  fi  l'expofant  bz=.i  ^ 
les  termes  font  tous  égaux  ;  enfin ,  que  fi 
l'expofant  b  efl:  plus  petit  que  i ,  ou  qu'il  ait 
une  fraèlion  ,  les  termes  décroiflent  fans 

cefl^e.   Ainfi  quand  a:=i&^:z^^,ona 

çetre  progreflion  géométrique  : 

I  1  1  ^  _L  _L  _L.       flrf^ 

ï  ?   ä  >    4  î    s  ?    16  ?    32  ?    64  >    128  >  ^^* 

507. 

Ici  fe  préfentent  donc  à  confidérer  : 
L)  Le  premier  terme    que   nous   avons 
nommé  a. 
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IL  )  L'expofant ,  que  nous  appelons  b. 
III.  )  Le  nombre  des  termes  que  nous  avons 

indiqué  par  ;:. 
IV.)  Le  dernier  terme,  que  nous  avons 


trouvé  ^=^ah' 


Ainiî,  quand  les  trois  premières  de  ces 
parties  font  données  ,  on  trouve  le  dernier 
terme,  en  multipliant  par  le  premier  terme 
ala/z  — i^^  puiffance  de /^ ,  ou^""'. 

Si  on  demandoit  donc  le  5  o^  terme  de 
la  progreflion  géométrique  i  ,  2  ,  4  ,  î^ , 
&c.  on  auroit  azi^i,  ^zi^i  &  721=1150; 
par  conféquent  le  50^  terme  =  i^^  Or  2^ 
étant  =  5 12;  2'''  fera  z=:  1024.  Donc  le 
quarre  de  2'° ,  ou  2'%  ^1:11048576  ,  ôc  le 
quarre  de  ce  nombre,  ou  10995 1 162777Ö 
1=::  2^°.  Multipliant  donc  cette  valeur  de 
2^^  par  2^  ou  par   511,  on  a  2^^  égalant 

5629499534^13^^- 

508. 

Une  des  principales  queftions  qui  fe  pré- 
fentent  dans  cette  matière  ,  c'efl  de  trouver 

Ce   3 
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la  fomme  de  tous  les  termes  d'une  pro- 
greffion  géométrique  -,  nous  allons  donc  en 
expliquer  la  méthode.  Soit  donnée  d'abord 
la  progreffion  fuivante  ,  compofée  de  dix 
termes  : 

î 5  2,  4, 8,16,32,64,128, 256,  512, 
dont  nous  indiquerons  la  fomme  par  /,  de 
forte  que  : 

/^  I -h  2-h4  +  8-h  1 6+ 3  2-f- 64 -h  1 28  +  2  5  6 
4-512,  nous  aurons ,  en  prenant  le  double 
de  part  &  d'autre ,  2/^2-|-44-8-}-i6~|-)2 
4-64+1 18-J-256-I-512-I-1 024.  Otantde 
ceci  la  progreflion  indiquée  par/,  il  refle 
f=ioi4  —  I  n=io23j  donc  la  fomme 
cherchée  =  1023. 

509. 

Suppofons  maintenant  que  dans  la  même 
progreffion  le  nombre  des  termes  foit  indé- 
terminé &  =:::  72 ,  de  façon  que  la  fomme  en 
queftion,ou/,  foit:=i~|-2-j-2''-|-25~[-2^ 
•..•  2"~^  Si  on  multiplie  par  2  ,  on  a  2/zz=:2 
+z^'-f-2^4"2\...2%  &  fouftrayant  de 
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cette  égalité  la  précédente ,  on  a/=  i"  — i. 
On  voit  donc  que  la  fomme  cherchée  fe 
trouve  ,  en  multipliant  le  dernier  terme , 
2"-' ,  par  l'expolant  2 ,  afin  d'avoir  i' ,  & 
en  Ibuflrayant  de  ce  produit  l'unité. 

510. 

Cela  devient  encore  plus  clair  par  les 
exemples  fuivans  ,   où  nous  fubftitùerons 
fucceffivement  à  n  les  nombres  1,2,3, 
4  j  &c. 
1=1;  1+2=3  ^1  +  2 +  4=7;  1  +  2  +  4  + 8 

=1);  1  +  24-4-1-84-161=1131  jï+i  +  4 
4-84-164-32  =  63,  &c. 

511. 

On  propofe  ordinairement  dans  cette 
matière  la  queftion  qui  fuit  :  Un  homme 
propofe  de  vendre  foii  cheval  par  les  clous , 
qui  font  au  nombre  de  32^  il  demande 
I  liard  pour  le  premier  clou  ,  2  liards  pour 
le  fécond  clou ,  4  liards  pour  le  troifieme 
clou  ,  8  liards  ponr  le  quatrième  ,  &  ainiî 

C  c  4 
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de  fuite  ,  en  demandant  pour  chaque  clou 
le  double  du  prix  du  précédent.  On  de- 
mande quel  feroit  le  prix  du  cheval  ? 

Cette  queftion  fe  réduit  évidemment  à 
trouver  la  fomme  de  tous  les  termes  de  la 
progreffion  géoméfrique  i  ,  2  ,  4  ,  8,16, 
&c.  continuée  jufqu'au  3  2^  terme.  Or  ce 
dernier  terme  eft  2^'  j  &  comme  nous  avons 
trouvé  plus  haut  2^'*:=I048576  ,  &  2'** 
==1024,  nous  aurons  2'".  2'°  =  2^° égal  à 
1073741824;  &en  multipliant  encore  par 
i,  le  dernier  terme  2^'  ^=2147483648  j 
en  doublant  donc  ce  nombre  &  en  retran- 
chant l'unité  du  produit  ,  la  fomme  cher- 
chée devient  4294967295  liards.  Ces  liards 

font  1073741823  -  fous,&divifantpar  20 
on  a  5  368709  i  liv,  3^9  den.  pour  le  prix 
cherché. 

512. 

Soit  à  préfent  l'expofant  =z=  3  ,  &  qu'il 
s'agiiTe  de  trouver  la  fomme  de  la  pro- 
greffion géométrique  i ,  3  ,  9 ,  27 , 8 1 ,  243  , 
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729  ,  cotnpolee  de  7  termes.  Suppofons-la 
pour  un  moment  =/,  de  forte  que 

/=i  + 3  +  9  +  27  +  8 1+243 +7^9- 
Nous  aurons ,  en  multipliant  par  3  : 

3/^3+9+27+8 1+245+7^9+^^87. 

Et  fouftrayant  la  férié  précédente  ,  nous 

avons  2y=2 1 87 — 1=2 1 8 6.  Ainfi  le  double 

de  la  fomme  efl::=^2i86  5  &  par  confé- 

quent  la  fomme  cherchée  =  109  3. 

513- 

Soit  dans  la  même  progreffion  le  nombre 
des  termes  izn  /z ,  &  la  fomme  =/;  de  forte 

que/=i  +  3  +  3^+3^+3^  +  ....3'''-^- 
Si  on  multiplie  par  3  ,  on  a  3/=  3  +  3'' 
+  3'  +  3'^  +  ...,  3".  Souftrayant  de  ceci 
la  valeur  de  /,  comme  tous  les  termes  de 
celle-ci ,  excepté  le  premier  ,  détruifent 
tous  les  termes  de  la  valeur  de  3/,  ex- 
cepté le  dernier  5   on  aura  if=y  —  i; 

donc  /= .  Ainfi  la  fomme  cherchée 

•^  2 

fe  trouve  en  multipliant  le  dernier  terme 
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par  3  ,  en  fouftrayant  i  du  produit ,  &  en 
divifant  le  refte  par  2.  Ceft  ce  qu'on  voit 
auffi  par  les  exemples  fuivans  :  1  =  1  j  i-^j 

=H^^4;  1+5+9 -'-^=13  5  1+3+9 

+  i7=^=40;  1+3  +  9+^7+81 

3.SI-I 

514. 

Suppofons  maintenant  ,  en  général ,  le 
premier  terme  :=ia  ^  Texpofant  z=zh  y  \e 
nombre  des  termes  =  /z ,  &  leur  fomme 
:=/,  en  forte  que 
J  =a-\-ab -^  ah^-^ab^ -^-ab' *-\-^ . .. .  ab'"-^ 

Si  nous  multiplions  par  b ,  nous  avons 
bf—  ab-\-ab'  -f  a^'  -f  ab'  +  a^«  +....  ab"" , 
&  fouftrayant  l'égalité  précédente  il  refte 
( b —  1  )/=  cib''  —  a;  d'où  nous  tirons  faci- 

iement  la  fomme  cherchée /^^^  , .  Par 

conféquent  la  fomme  d'une  progreffion  géo- 
métrique quelconque  fe  trouve  ,  fi  on  mul- 
tiplie le  dernier  terme  par  l'expofant  de  la 
progteffion  ,  qu'on  fouftraie  du  produit  le 
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premier  terme  &  qu'on  divife  le  refte  par 
rexpofant  diminué  de  l'unité. 

515. 

Soit  une  progrefîîon  géométrique  de  fept 
termes ,  dont  le  premier  zii:  3  ,  &  que  l'ex- 
pofant  foitrzr  2  ,  on  aura  ^==3  ,  b=:^i  & 
72z=7  j-donc  le  dernier  terme  =.3.2%  ou 
3.64=192  j  &  la  progreffion  entière  fera 
3,6,   12,  24  ,   48,  96,   192. 

Si  de  plus  on  multiplie  le  dernier  terme 
192  par  l'expofant  2  ,  on  a  384  ;  ôtant  le 
premier  terme  3  ,  il  refte  3  8 1  ;  &  divifant 
ceci  par  b — i  ou  par  i  ,  on  a  381  pour  la 
fomme  de  toute  la  progreffion. 

516. 

Soit  encore  une  autre  progreffion  géo- 
métrique de  fix  termes  ,  que  4  en  foit  le 
premier  ,  &  que  l'expofant  foit  ^=|.  La 
progreffion  eft 
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Multiplions  ce  dernier  terme  ^parTex- 
pofant  \  5  nous  aurons  ^  j  la  fouftraftion 
du  premier  terme  4  îaifle  le  refte  7^,  qui, 
divifé  par  b —  1=.  ^ ,  donne  -g^  15=:  83  ^. 

517. 

Lorfque  l'expofant  eft  plus  petit  que  i , 
&  que ,  par  conféquent ,  les  termes  de  la 
progreffion  vont  toujours  en  diminuant  , 
on  peut  indiquer  la  fomme  d'une  telle  pro- 
greffion décroiflante  qui  iroit  à  l'infini. 

Soit,  par  exemple,  le 'premier  terme 

:z=i ,  l'expofant  =  ^ ,  &  la  fomme  ^=:/,  en 
forte  que  : 

fans  fin. 

Si  on  multiplie  par  2  ,  on  a 

fans  fin. 

Et  fouftrayant  la  progreffion  précédente , 
il  refte /:=2  pour  la  fomme  de  la  progref- 
fion infinie  propofée. 
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518. 

Si  le  premier  terme  :=i  5  Texpofant  =j^ 
&  la  fomme  =/y  de  façon  que 

/=  I  +F+H^  +  s^  +  ,  &c.  à  l'infini. 

On  multipliera  le  tout  par  3  ,  on  aura 
3/=3  4.,+i  +  L_}_^^_|_&c.àrinfinij 
&  fouftrayant  la  ^^aleur  de/,  il  refte  2/ 
=  3  i  donc  la  fomme /.^i:=i  ^. 

519. 

Qu'on  ait  une  progreffion  dont  la  fomme 
=/,  le  premier  terme  ^=1 ,  l'expofant  1:=  |^ 
de  façon  que 

/-^  +  l+l  +  JI  +  ^-f,&c.àl'infini. 
Multipliant  par  j  on  aura  j^/=  j  -j-  2  -f-| 
+l+i^  +  ^  +  »&c.  fans  fin.  Or  fouf- 
trayant  la  progreffion/,  il  refte  j/=  j  ; 
donc  la  fomme  cherchée  :=  8. 

520. 
Si  on  fuppofe ,  en  général ,  le  premier 
terme  =^ a,  &  l'expofant  de  la  progreffion 
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zziij^àe  manière  que  cette  fraftion  foit  plus 
petite  que  i ,  &  par  conféquent  c  plus  grand 
que  b;  voici  comment  on  trouvera  la  fomme 
de  cette  progreffion  pouflee  à  l'infini  :  on 
fera 

fans  fin. 
Multipliant  par  -,  on  aura 

-/= 1 :; — I tA r  ^C.  à  l'infini. 

c^        c        c-    ^    c    ^    c^ 

Et  fouftrayant  cette  égalité  de  la  précé- 
dente ,  il  refte  (i*—  7  )  /=  a. 

Par  conféquent /= 


I-* 


Si  on  multiplie  les  deux  termes  de  cette 
fraftion  par  c ,  on  a  /^=  ^.  La  fomme  de 
la  progreffion  géométrique  infinie  propofée 
fe  trouve  donc  en  divifant  le  premier  terme 
a  par  ï  moins  l'expofant ,  ou  bien  en  mul- 
tipliant le  premier  terme  a  par  le  dénomi- 
nateur de  l'expofant ,  &  en  divifant  le 
produit  par  le  même  dénominateur  diminué 
du  numérateur  de  l'expofant. 
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^  521. 

On  trouve  de  la  même  manière  les 
fommes  des  progreflîons ,  dont  les  termes 
font  affe6tés  alternativement  des  fignes  ^ 
&  — .  Soit  5  par  exemple  , 

f  ab   ,    ab^        ab^    .    ab^ 

Si  on  multiplie  par  7 ,  on  a 
b  f^ ab       ab'   .    ab^        ab^ 

Et  fi  on  ajoute  cette  égalité  à  la  pré- 
cédente ,  on  obtient  (  i  +  7  )  f=  a.   D'oii 

l'on  tire  la  femme  cherchée  f=-f—,  ou 

/c  c 
^^ 

522. 

On  ^oît  donc  que  fi  le  premier  terme 
0=:^,  &rexpofant  =  ^,  c'eft-à-dire ,  b 
=  2&c=5,  on  trouvera  la  fomme  de 
laprogreflîon^+^  +  ^+^+  &c.  =  i  ^ 
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puilqu'en  fouftrayant  Fexpofant  de  i  il  res- 
tera -  ,  &  qu'en  divifant  le  premier  terme 
par  ce  refte ,  le  quotient  eft  i. 

On  voit  en  fécond  lieu  que  fi  les  termes 
font  alternativement  pofitifs  &  négatifs ,  & 
que  la  progreflîon  ait  cette  forme  : 

5  as     I     ii5  ^^5      » 

la  fomme  fera 
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523. 

Autre  exemple.  Soit  la  progreffion  infime 

„  "r  TSS  n  1000  \  10000  T^  looooo'T^ 

Le  premier  terme  eft  id  ^,  &  l'expo- 
sant eft  ^.  Souftrayant  ce  dernier  de  i  , 
il  refte  ^]  &  ß  l'on  ^ivife  le  premier  terme 
par  cette  fraaion  ,  il  vient  )  pour  la  fomme 
de  la  progreffion  donnée.  '  Ainfi  en  ne 
prenant  qu'un  terme  de  la  progreffion, 
favoir  - ,  l'erreur  feroit  de  ^. 

En  prenant  deux  termes ,  j^-f  155—  îc>o  ' 

îl 
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il  s'en  fâudroit  encore  de  ^^  que  la  fomme 

ne  fût  =  ^. 

524. 

Autre  exemple.  Soit  donnée  la  progrefîion 
infinie  : 

Le  premier  terme  eft  9  ,  l'expofant  eft  -^. 

Ainfi  I  mains  l'expofant  fait  ^  ;  &  ^  ^i^^^io, 

10 

fomme  cherchée. 

On  remarquera  que  cette  fuite  s'exprime 
par  une  fraction  décimale  en  cette  manière  , 

9^9999999  5  ^^^• 


CHAPITRE      XII. 

Des  F  raclions  décimales  infinies, 

525. 

1^  o  u  S  avons  vu  plus  haut  que  dans  les 
calculs  logarithmiques  on  emploie  des  frac- 
tions décim.ales  au  lieu  des  fraftions  ordi- 
Tome  L  D  d 
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naires  ;  cela  fe  pratique  aufîî  avec  beaucoup 
d'avantage  dans  d'autres  calculs.  Il  s'agira 
principalement  de  faire  voir  comment  on 
transforme  une  fraélion  ordinaire  en  une 
fraftion  décimale  ,  &  comment  on  peut 
exprimer  réciproquem.ent  la  valeur  d'une 
fraftion  décimale  par  une  fraclion  ordi- 
naire. 

526. 

Qu'on  ait  généralement  à  changer  en 
fraftion  décimale  la  fraftion  ^  :  comme  cette 
fraftion  exprime  le  quotient  de  la  divifion 
du  numérateur  a  par  le  dénominateur  b ,  on 
écrira  à  la  place  de  a  la  formule  a, 00000 00, 
dont  la  valeur  ne  diffère  pas  du  tout  de 
celle  de  a  ^  puifqu'elle  ne  contient  ni 
dixièmes  ,  ni  centièmes  &  c.  On  divifera 
enfuite  cette  formule  par  le  nombre  by  fui- 
vant  les  règles  ordinaires  de  la  divifion ,  & 
en  obfervant  feulement  de  mettre  à  la  place 
convenable  la  virgule  qui  fépare  les  déci- 
males &i  les  entiers.  Voilà  tout  le  procédé , 
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&:  nou5   allons    l'éclaircir    par    quelques 
exemples. 

Soit  donnée  d'abord  la  fraâion  ~  ,  la  di- 
vifion  en  décimales  prendra  cette  forme  : 

2)1,0000000 I 

0,5000000      ^' 

Nous  voyons  par-là  que  \  eft  autant  que 
0,5000000  ou  que  0,5  j  &  en  effet  cela 
eft  évident ,  puifque  cette  fraftion  décimale 
indique  ^ ,  qui  équivalent  à  \. 

527- 

Que  -  foit  la  fraftion  donr.ée ,  on  aura 

3)1,0000000 I 

o,3333333~^' 
Cela  fait  voir  que  la  fraftion  décimale  , 
dont  la  valeur  =  j  ,  ne  peut ,  à  la  rigueur  , 
être  difcontinuée  nulle  part ,  &  qu  elle  va 
à  l'infini  en  confervant  toujours  le  nombre 
3.  Auffi  avons-nous  trouvé  plus  haut  que 
les  fraaions  ^  +  ,?3+^„4-^  ,  &c.  à 
l'infini ,  ajoutées  enfemble  font  j. 

Dd   z 
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La  fraftion  décimale  qui  exprime  la 
valeur  de  - ,  fe  continue  de  même  à  l'infini, 
car  on  a 

3)2,0000000 ^ 

1,6660066      3' 
Et  cela  fuit  d'ai  leurs  évidemment  de  ce 
que  nous  venc  ns  de  dire  ,  parce  que  -  eft 
le  double  de-, 

528. 

Si  -  eft  la  fraftion  propofée  ,  on  a 
4)1,0000000      j 

0,2jü0000         4* 

Ainfî  -eft  autant  que  0,1500000  ou  que 
0,25  ;   &  cela  eft  clair,  puilque^-f^ 

21 1 

On  auroit  pareillement  pour  la  fraftion^ 

4)3,0000000 3 

0,7300000       4* 
Ainfi^— 0,75  j  &  en  effet -^+-^:=:-^ 

3_ 

4" 

La  fraftion  -  fe  change  en  fraftion  déci- 
cimale  ,  en  faifant 
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'  4)5,0000000 - 

1,2500000    ^* 

529. 

On  trouvera  de  la  même  manière  - 
=^0,2;  ^=0,4^  ^  =  0,6^^111=0,8^1=1; 
^=  1,1  ,  Sec. 

Quand  le  dénominateur  eft  6 ,  on  trouve 

^i:zzo,i666666  &c.  ce  qui  eft  autant  que  - 

0^666666 — 0,5.  Or  0,6606661=1:^  &:o,5 

=:'-.  donc  en  effet  o,!  666666=:^-  — -zzr^. 
2  '  ■  326* 

On  trouve  auffi  |  zz=o,  535333  &c.  =11:  ^  f 
mais  7  devient  o,  s  000000=  -.  Enfuite  -| 
=  o»83î333=o,3353354-o,j  ,    c'eft-à- 

530. 
Lorfque  le  dénominateur  eft  7  ,  les  frac- 
tions décimales  deviennent  plus  compli- 
quées. Par  exemp.  on  trouve  ^::^o,i  41857 
&c.  cependant  il  faut  remarquer  que  ces 
fix  chiffres    142.857  reviennent  conftam- 

Dd  3 
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ment.  Pour  fe  convaincre  donc  que  cette 
fraftion  décimale  exprime  précifément  la 
valeur  de  ^ ,  on  peut  la  transformer  en  une 
progreffion  géométrique  ,  dont  le  premier 
terme  foit  =  -^-^^,  &  l'expofantizi:— i 

loooooo'        r  lOOOC 


[000000 

142857 


&  par  ronféquent  la  fomme=i=- 


ICOOOOO 

:=::~^'^-  (  ^^  multipliant  les  deux  termes  par 

1000000)3:1=--. 

7 

531- 

On  peut  prouver  encore  d'une  manière 
plus  facile ,  que  la  fraftion  décimale  trou- 
vée fait  exaftement  -  ;  car  pofant  pour  fa 
valeur  la  lettre  /,  on  a 

y^05i42857i42857i42857  &c. 

lo/^i,  41857142857142857  &c. 

100/^14,  28571428)7142857  &c. 

ioco/=i425  857142857142857  &c. 

I0000/:=i:l42  8,    5  7I418  5  7  I  428  57    &C. 

ïoo.ooo/=i428  5,  7142857142857  &c. 
locoooo/=i42857,  142857142857  &c. 
Souftrayez/i=  O,  142857142857   &c. 

999999/^=142857. 
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Et  cfevifant  par   999999  ,  vous  aurez/ 
___i42S^___^    Donc  la  fraftion  décimale, 

qu'on   avoir  fait  =/^  eft  ::=::::  ;^. 

532. 

On  transformera  de  la  même  manière 
^  en  une  fraftion  décimale  ,  qui  fera 
0,28571428  Sec.  &  cela  nous  conduit  à 
trouver  plus  facilement  la  valeur  de  la 
fraction  décimale  que  nous  venons  de  fup- 
pofer=/y  parce  que  0,28571428,  &c. 
doit  être  le  double  de  celle-là  ,  &  par  con- 
féquent  =  if.  Car  nous  avons  eu 

100/1=14528571428571  &c. 
ainfi  en  fouf- 

trayant  2/=  0.1857 1428  571  Sec. 

il  reiïë     98/11^14 

donc  /:==j|3zri. 

On  trouve  auffi  ^-=0,428  571 428  57  &c* 

ce  qui ,  ajîrès  notre  fuppofition  5  doit  être 

=  3 /y  or  nous  avons  trouvé 

lo/j^i, 428571428)7,  &c. 
ainfi  en  fouf- 

trayant        i/=:o,4  >8  5' I428  57  ,  S^'C- 

nous  avons       y/^i?  donc/:::i=:^.  ^ 


424  E    L    É    M    E    N    s 


533- 

Ainfi  quand  une  fraftion  propofée  a  le 
dénominateur  7  ,  la  fraftion  décimale  eft 
infinie  ,  &  6  chiffres  y  font  continuellement 
répétés.  La  raiibn  en  eft  ,  comme  il  eil 
facile  de  s'en  appercevoir ,  qu'en  continuant 
la  divifion  il  faut  qu'di'n  revienne  tôt  ou  tard 
à  un  rendu  qu'on  aura  déjà  eu.  Or  il  ne 
peut  refter  dans  cette  divifion  que  6  nom- 
bres différens  ,  favoir  1,2,3,4,5,6; 
ainfi ,  après  la  fixieme  divifion  au  plus  tard  , 
il  faut  que  les  mêmes  chiffres  reviennent  ; 
mais  lorfque  le  dénominateur  eft  de  nature 
à  faire  parvenir  à  une  divifion  fans  refte  , 
ces  cas-là  ne  peuvent  avoir  lieu. 

534- 

Suppofons  à  préfent  que  8  foit  le  déno- 
minateur de  la  fraftion  propofée  ,  on  trou- 
vera les  fraftions  décimales  qui  faivent  : 
^=0,125^1=0,250;  1=0,375  ; 


6 


1=0,50031=0,625  j|- =0,7505 

1=0,875,  &C. 
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Si  le  dénominateur  eft  9 ,  on  a 

^=O,III&C.^=:O,222&C.^^0,33  3&C. 

Si  le  dénominateur  eft  10,  on  a 
^^z=zo,ioo;  ^—0,100  ;-Lz=:o,3.  Cela  eft 
clair  par  la  nature  de  la  chofe  ,  de  même 
q^en^=^.oi  ;  que£z=:o,37;   que  ^ 
=  0,2)6;  que  ^-^  =  0,0024,  &c. 

536. 

Que  II  foit  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion propofée ,  on  aura  ^  z^  0,0909090  , 
&c.  Or  fuppofons  qu'on  veuille  trouver  la 
valeur  de  cette  fraction  décimale ,  &  nom- 
mons-la/, nous  aurons  /"^z^  0,090909  ,  & 
1 07=00,909 090  ;  de  plus ,  I  oo/=:9,o909o. 
Si  donc  nous  ibuftrayons  de  ceci  la  valeur 
de;;  nous  aurons  99/=  9  ,  &  par  confë- 
quent/=^^  =  J-.  Nous  aurons  auffi 
\    ^=0,181818, &c.^  =0,272727, &c.^ 
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537- 

Il  eft  donc  un  grand  nombre  de  fraftions 
décimales,  où  un,  deux  ou  plufieurs 
chiffres  reviennent  constamment ,  &  qui 
continuent  de  cette  manière  jufqu'à  l'infini. 
De  telles  fratUons  font  affez  remarquables , 
&  nous  allons  faire  voir  comment  on  peut 
trouver  aifément  leurs  valeurs  (*). 

(*)   Ces    frayions    décimales    périodiques    fournirent 
matière  à  plufieurs  recherches  intéreffantes  -,  j'avois  com- 
mencé à  m'en  occuper,  même  avant  que  d'avoir  vu  cette 
Jljcbre,  &  j'aurois  peut-ê^re  continué  ,  fi  je  n'attendois 
aiilTi  loccafion  de  voir  un  Mémoire  inféré  dans  les  Tran- 
faBlons  philofiphijues  pour  1769  ,  &  Intitulé  ofthe  Theory 
cfclrcuUtîng  FraSilons.  Je  me  contenterai  de  rapporter  la 
traifonnement  par  lequel  j'avois  commencé. 
Soit  -une  fraaion  réelle  quelconque  irreduftible  à  de 
moindres  termes;  on  demande  jufqu'à  combien  de  chiffres 
il  faudra  la  réduire  en  décimales  ,  avant  que  les  mêmes 
termes    ou  chiffres  reviennent.  Je  fuppofe  que  loN  foit 
plus  grand  que  D  ;  fi  cela  n'étoit  pas  ,  mais  que  100  N 
ou  1000  iS^  feulement  fût  >  Z> ,  il  faudroit  commencer 
p,,  ,-,i,  A  l^ou  ^  &c.  fe  réduit  à  de  moindres 

termes ,  ou  à  une  fradion  ^7- 
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Suppofons  d'abord  qu'un  feul  chiffre  foit 
toujours  repéré  ,  &  indiquons-le  par  a,  de 
forte  que  /iz=  o^aaaaaia.  Nous  avons 

1  0/=  a^aaaaaaa  , 
&  fouftrayant  f:=zo^aaaaaaa 

nous  aurons    sf^^a;  donc/z=i. 

Cela  pofé  ,  je  dis  que  Ja  même  période  ne  peut  re- 
venir que  lorfque  dans  la  divifion  continuelle  qu'on  fait, 
le  même  réfidu  N  revient,  Suppofons  que  jufqu'alors  on 
ait  ajouté  /zéros,  &  que  Q  foit  le  nombre  du  quotient 
en  entier  ,  &  abflraaion  fai:e  de  la  virgule  ,  on  aura 
iVxio/__        A^  ^T 

— ^— -(<>-^-;  donc(2=-x(io^-i).    Or  Q  devant 

être  un  nombre  entier ,   il   s'agit    de  déterminer  pour  / 
le  plus  petit  nombre  entier,  tel  q-ue  ^x  (  10/  -  i  )  ,    ou 
feulement  que  — ^  foit  un  nombre  entier. 

Ce  problême  demande  qu'on  diftingue  diiTérens  cas  : 
le  premier  eft  celui  où  D  eft  un  divifeur  de  10,  ou  de 
100  ou  de  1000,  &c.  ;  &  il  eft  clair  que  dans  ce  cas  au- 
cune fraftion  périodique  ne  peut  avoir  lieu.  Nous  pren- 
drons pour  le  fécond  cas  celui  où  D  eft  un  nombre 
impair,  &  qui  ne  foit  pas  un  faveur  d'une  puiffance  de 
10;  dans  ce  cas  la  valeur  de  /peut  aller  jufqu'à  D-i  , 
ir.a-s  fouvent  elle  eft  moindre.  Un  troifieme  cas  enfin 
eft  celui  où  D  eft  pair  ,  &  où  par  confiquent,  fans  être 
un  faveur  d'une  puiffance   de  10,  il   a   cependant  un 
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Lorfque    deux   chiffres    font    répétés, 
comme  ab  ,on  a  f^  o.abababa.  Donc  1 00/ 
^ab.ababah  ;  &  fi  on  en  fonftrak/,  il  refte 
Q^ç^fziziab;  par  conféquent/=^. 

Lorfque  trois  chiffres,  comme  ab  c  ^  fe 
trouvent  répétés  ,  on  ^f—a.abcabcabc  ;  par 
conféquent  iooof=^abc,alcabc ;  e^tniowi- 
trayant/,  il  refte  999  f—abcy  donc/ 
—  — ,  &  ainfi  de  fuite. 

538. 

Toutes  les  fois  donc  qu'une  fraftion  dé- 
cimale de  cette  efpece  fe  préfente  ,  il  eft 
facile  d'en  trouver  la  valeur.  Soit  donnée , 
par  exemple,  celle-ci,  0,296196  ,  fa  va- 
leur {er^^^£=T,.  en  divifant  les  deux 
termes  par  57. 

commun  divifeur  avec  uns  de  ces  pullTances.  Ce  commun 
dlvifeur  ne   peut  être  qu'un  nombre  de  la  forme  z'  ;   ü 

donc  — =  i,  je  dis  que  les  périodes  feront  les  mêmes 
que  pour  la  fra^lon^,  mais  qu'elles  ne  commenceront 

qu'au  caiffre  défi^né  par  c.  Ainfi  ce  cas  revient  au  fécond 
cas,  &  il  eft  évident  au  relie  que  c'eft  celui-ci  qui  fait 
l'effentiel  de  cette  théorie. 


I 
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Cettû  fraclion  doit  redonner  la  fraftion 
décimale  propofée;  &  on  peut  fe  convain- 
cre  facilement  que  ce   réfultat  a  lieu  en 
effet ,  en  divifant  8  par  9  ,  &  après  cela  le 
quotient  par  ^  ,  parce  que  27=::^3.9.  On  a 
9)8,0000000 
^)o,8^)85S88 
0,1902962  èzc, 
ce  qui  eft  la  fraftion  décimale  propoiée- 

539- 

Donnons  encore  un  exemple  affez  cu- 
rieux ,  en  changeant  en  fraftion  décimale 

^^  ^'^^^^^  i...3^.5l,.s.,.xo  .  œ  qui  fe  fait  de 
la  manière  qu'on  va  voir  : 

2)  I,OOOOOOooooooQQ 

3)0,50000000000000 
4)0,16666666606666 


5)0,04166666666666 


6)0,008^3^^33^^^33 

7)Q->QQi38^8<^^^888.-j 

8)0,00019841  269>^4i 

_9222££25M^^Ojj  «  7  3  o 

'  0)0,0000027)  573  ,g2 
0,00000027557319. 
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CHAPITRE     XIII. 

Des  Calculs  cT intérêts  (*), 

540. 

V-/n  a  coutume  d'exprimer  les  intérêts 
d'un  capital  en  pourcents ,  en  difant  combien 
on  paye  annuellement  d'intérêt  de  laXomme 
de  1 00.  Il  eft  affez  ordinaire  qu'on  place 
fon  capital  à   5   pour  cent ,  c'eft-à-dire, 

(*)  La  théorie  du  calcul  de  l'intérêt  doit  fes  premiers 
progrès  à  Leîbnit^,  qui  en  donna  les  principaux  élémens 
dans  les  ^Sîa  Eruditorum  de  Leipfig  pour  1683,  Eile  a 
fourni  matière  enfuite  à  plufieurs  diflertations  détachées 
très-intérefllintes  ;  ceux  qui  Tont  le  plus  avancée  ,  font 
les  Mathématiciens  qui  ont  travaillé  fur  l'Arithmétique 
politique  ,  dans  laquelle  on  combine  d'une  manière  véri- 
tablement utile  le  calcul  des  probabilités  ,  le  calcul  ce 
l'intérêt  &  les  données  que  fournirent  depuis  environ 
un  fîecle  les  regiftres  mortuaires.  De  bons  élémens  d'Arith- 
métique politique  nous  manquent  encore ,  quoique  cette 
branche  des  Mathématiques ,  aufTi  belle  qu'étendue  »  ait 
été  fort  cultivée  en  Angleterre ,  en  France  &  en  Hol- 
lande. 
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de  manière  qu'on  tire  5  écus  d'intérêt  d'un 
capital  de  1 00  écus.  Ainfi  rien  de  plus  facile 
que  de  calculer  les  intérêts  d'un  capital 
quelconque  :  on  n'a  qu'à  dire  ,  fuivant  la 
regle  de  trois  : 

100  donnent  5  ;  que  donne  le  capital 
propofé  ^  Soit ,  par  exemple  ,  le  capital 
860  écus ,  on  trouve  Ton  intérêt  annuel ,  en 
difant  : 

100:5=:  860  à....  Rép.  43  écus. 


100)4300 
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541. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  ces  calculs 
de  l'intérêt  fimple ,  afin  de  pafler  auffi-tôt 
au  calcul  de  Yimérêt  fur  intérêt.  On  de- 
mande principalement  dans  ce  calcul  ,  à 
quelle  foi#me  monte  un  capital  donné  après 
un  certain  nombre  d'années  ,  {[  on  joint 
annuellement  l'intérêt  au  capital ,  &  que  de 
cette  manière  on  augmente  continuellement 
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le  capital  ?  On  part  ,  pour  réfoudre  cette 
queftion  ,  de  ce  que  loo  écus  placés  à  5 
pour  cent  fe  changent  au  bout  d'une  année 
en  un  capital  de  105  écus.  Soit  le  capital 
=  a  ,  on  trouvera  ce  qu'il  vaut  au  bout  de 
l'année,  en  difant  :  100  donne  105  ,  que 
donne  a  ;  la  réponfe  ell  ^  =  7^,  ce  que 
l'on  peut  auffi  écrire  de  cette  manière, 
—  .  a  .  ou  de  celle-ci ,  a  4-  -  .  ^. 

542. 

Ainfi  ,  quand  on  ajoute  au  capital  acluel 
fa  vingtième  partie,  on  obtient  la  valeur 
du  capital  pour  l'année  prochaine.  Ajoutant 
à  celui-ci  fon  vingtième ,  on  fait  ce  que  vaut 
le  capital  donné  après  deux  ans ,  &  ainfi 
de  fuite.  11  eft  donc  facile  d'apprécier  les 
accroiffemens  fucceffifs  &  annuels  du  ca- 
pital ,  &  de  continuer  ce  calcul  aufli  loin 
qu'on  voudra.  ^ 

543- 

Suppofons  un  capital  qui  foit  préfente- 
meiat  de  i  coo  écus  y  qu'il  foit  placé  à  cinq 

pour 
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pour  can,&  qu'on  joigne  chaque  an!^e 

-teret  au  capital.   Con^me  ce  calcul  ne 

tarde  pas  a  conduire  à  des  fraftions,  nous 

nous  Servirons  des  frayons  décimales,  „,ais 

fans  les  pouffer  plus  loin  que  Kqu'aux 
milhe,.es  parties  d'un  écu  ,  vu  que  des 
parnes  plus  petites  n'entrent  pas  ici  en 
coniideration. 

Le  capital  donné  de  looo  écus  vaudra 
après  i  an __  ,ojo  écus 

52,5, 
après  2  ans __  777771 • 

après  3  ans T^^^SÏ^ 

57,881, 
après  4  ans JTFT^- 

<îo,775  » 
après  5   ans  -  -  _   i7^6;i^&c. 

544. 
On  peut  continuer  de  la  même  maniera 
pour  autant  d'années  qu'on  voudra  ;  mais 
lorfque  le  nombre  des  années  eft  fort  grand , 
le  calcul  devient  long  &  ennuyeux  rvoici 
comment  on  peut  l'abréger  ; 
Tome  L  °       E  e 
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Soit  le  capital  préfent  rz=  a ,  &  puifqu'un 
capital  de  xo  écus  vaut  i\  écus  au  bout  de 
l'année  ,  le  capital  a  vaudra  ^  a  après  un 
an.  Le  même  capital  montera  l'année  fui- 
vante  à^.a:=  (^y.  j.    Ce   capital   de 

deux  ans  vaudra  {^^\  a  l'année  d'après  j 
ce  qui  fera  donc  le  capital  de  trois  ans. 
Celui-ci  augmentant  de  même ,  le  capital 
donné  vaudra  (^V.^  au  bout  de  quatre 
ans.  Il  vaudra  \^\  .  a  au  bout  de  cinq  ans. 
Après  un  fiecle  il  vaudra  (^yT^y  &  en 
général  ^^Y .  a  fera  la  valeur  de  ce  capi- 
tal après  n  années  5  &  cette  formule  fer- 
vira  à  déterminer  la  quantité  du  capital 
après  un  nombre  quelconque  d'années. 

La  fràftion  ^  qui  eft  entrée  dans  ce  cal- 
cul ,  fe  fonde  fur  ce  que  les  intérêts  ont  été 
comptés  à  5  pour  cent ,  &  que  ~  eft  au- 
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tant  que  ~.  Que  fi  les  intérêts  fe  comp- 
toient  à  6  pour  cent ,  le  capital  a  monte- 
toit  à  C~) •  ^  au  bout  d'un  an  ;  à  Q~^^ .  a 

au  bout  de  deux  ans;  &  à  (—V  .a  au 
bout  de  n  »nnées. 

Mais  fi  les  intérêts  ne  font  que  de  4  pour 

cent ,  le  capital  a  ne  vaudra  que  C—)''' .  ^ 
après  n  ans. 

546. 

Or  il  efl:  aifé ,  lorfque  le  capital  a ,  ainfi 
que  le  nombre  des  années ,  eil  donné ,  de 
réfoudre  ces  formules  par  les  logarithmes. 
Car  s'il  efl:  queftion  de  celle  que  nous  avons 
trouvée  dans  la  première  luppofition  ,  on 

prendra  le  logarithme  de  r^y.(^,  qui  eft 
=  log.  (7^)"+  log.  a;  parce  que  la  for- 
mule en  queftion  eft  le  produit  de  \Jr\ 
&  de  a.^i  comme  (^V  efl:  une  puiffance, 
on  aura  L.  ^7^V::=:/2L.^.  Ainfi  le  loga- 
rithme du   capital  cherché  efl:^=/2.L.  ^ 

Ee  X 
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+  L,  a.  De  plus  le  logarithme  de  la  frac- 
tion ^  izz^L.  2 1  —  L.  20. 

547- 

Soit  à  préfent  le  capital  zz=  1 000  écus  , 
&  qu'on  demande  de  combien  il  fera  au 
bout  de  1 00  ans ,  en  comptant  les  intérêts 
à  5  pour  cent  ? 

Nous  avons  ici /2=  100.  Le  logarithme 
du  capital  cherché  fera  par  conféquent 
_  100  L.^  +  L.  1000,  &  voici  comment 

on  évalue  cette  quantité  : 

L.  211=1,3222195 

fouftrayant  L  20  — 1,301030^ 

L  ^-^=0,0211895 

multipHant  par  100 


lOoL.  ^  z=2, 1189300 
ajoutant  L.  1000=1^3,0000000 

logarithme  du    111=  5 ,  n  8  9  3  00 
capital  cherché. 
On  voit  par  la  caraftériftique  de  ce  lo- 
garithme ,  que  le  capital  cherché  fera  un 
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nombre  de  fix  chiffres ,  &  en  effet  ce  ca- 
pital le  trouve  1=  1 3  1 5  o  i  écus. 

548. 

Un  capital  de  545  2  livres  à  6  pour  cent , 
de  combien  fera-t-il  après  64  ans  ?. 

Nous  avons  ici  a=i^4^i  ,  &  ^2  =  64. 

Donc   le  logarithme  du   capital  cherché 

3=64 L.  ^-^-[-L.  345  2  ,  ce  qu'on  calcule  de 

cette  manière  : 

1.53  =  1,7242759 

fouftrayant  L.  50=  1,6989700 

multipl. par 64:64 L.  ^  =1^:1,6195776 
1,3452  =  3,5380708 

5,1376484. 
Et  en  prenant  le  nombre  de  ce  loga- 
rithme ,  on  trouve  le  capital  cherché  égal 
à  143763  livres.- 

549- 

Quand  le  nombre  des  annéco  eft  fort 
grand,  comme  il  s'agit   de  multiplier  ce 

Ee  3 
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nombre  par  le  logarithme  d'une  fraftion , 
ilpourroit  provenir  une  affez  grande  erreur 
de  ce  que  les  logarithmes  ne  fe  trouvent 
calculés  dans  les  tables  que  jufqu'à  7  chiffres 
de  décimales.  C'efl:  pourquoi  il  faudra  em- 
ployer des  logarithmes  pouffes  à  un  plus 
grand  nombre  de  figures ,  comme  on  l'a 
fait  dans  l'exemple  fuivant  : 

Un  capital  d'un  écu  reftant  placé  à  5 
pour  cent  pendant  5  00  ans  ,  &  les  intérêts 
s'y  joignant  annuellement ,  on  demande  à 
quelle  fomme  fe  montera  ce  capital  après 
les  500  années  ? 

On  a  ici  az=zi  &  72=500  j  par  confé- 
quent  le  logarithme  du  capital  cherché  eft 
égal  à  500  L.  ^  4"L.  I  ,  ce  qui  produit 
ce  calcul  : 

L.ii=z  1,321219294733919 
fouftrayant  L.  20=   1,301029995663981 

L.  ^  zi=  0,021189299069938 

mult.  par  500  on  a  10,594649534969000 
Voilà   donc  le  logarithme    du  capital 
cherché,  lequel  fera  par  conféquent  égala 
39) 2} 200000  écuSâ 
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550. 

Si  on  ne  fe  contentoit  pas  de  joindre 
annuellement  l'intérêt  au  capital ,  &  qu'on 
voulût  encore  Taugmenter  tous  les  ans 
d'une  nouvelle  fommei^^Z'  y  le  capital  aöuel 
que  nous  nommerons  a,  s'accroîtroit  chaque 
année  de  la  manière  qu'on  verra  : 
après  I  an  ^  ^-^-^> 
après  2  ans(^y"a-f^i5-f^, 

après  3  ans(:-5'a+ (^y^+^Ä  +  ^, 

après  4  ansQ'a  +  g)'^4-(^y^ 

après  /2  ansg)"a+g)'^-^Ä+g)'"'^ 

+ :->+^- 

Ce  capital  coniîfte  ,  comme  on  voit ,  en 
deux  parties  ,  dont  la  première  :=  \^  "  cl  , 
&  dont  l'autre  prife  à  rebours  forme  la  férié 

Cette  fuite  eft  évidemment  une  progreffiort 
géométrique ,  dont  l'expofant  eft  égal  à  ^. 

Ee4 
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Nous  en  chercherons  donc  la  fomme ,  en 
multipliant  d'abord  le  dernier  terme  T^ V '^^ 

par  l'expofant^  3  nous  aurons  (^j  l^.SouC- 
trayant  enluite  le  premier  terme  i ,  il  refte 
V^)"^ — ^^  ^  divifant  enfin  par  l'expofant 
moins  i ,  c'eft-à-dire  par  ~ ,  nous  trouve- 
rons la  fomme  cherchée :=  20  ^^V^-io^,- 

donc  le  capital  cherché  efl: ,  ^^Va-]-20 
(!iy^_iC^=(^:)\(a4-20^)  — 20^. 

551- 

Le  développement  de  cette  formule  exige 
qu'on  calcule  féparément  fon  premier  terme 
/-V .  (a-\-ioè)  },  cecpi  fe  fait  en  prenant 

fon  logarithme ,  qui  eft  nL,  ^  +  L.  (^+20^)  ; 
car  le  nombre  qui  répond  à  ce  logarithme 
dans  les  tables ,  fera  la  valeur  de  ce  pre- 
mier terme.  Si  l'on  fouftrait  enfuite  20/^ 
de  cette  quantité,  on  connoir  le  capital 
cherché. 
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552. 

Queßion.  Quelqu'un  a  un  capital  de  1 000 
écus  placé  à  cinq  pour  cent ,  il  y  ajoute 
annuellement  100  écus  outre  les  intérêts, 
on  demande  la  valeur  de  ce  capital  au  bout 
de  vingt-cinq  ans  ? 

Nous  avons  ici  az=ziooo  ;  ^ziz:ioo  j  n 
:=^i  5  ;  voici  donc  le  plan  de  l'opération  : 

L.  ~=o,o2i  189299. 
Multipliant  par  25  on  a 

^5^.^=0,5297324750/ 
L  (a-]^  10/^)— 3,4771213135 

1:1=4,00685  3788  5, 
Ainlî.  la  première  partie  ,  ou  le  nombre 
qui  répond  à  ce  logarithme  ,  eft  101 59^1 
écus,  &  fi  on  en  fouftrait  20^=  1000  , 
on  trouve  que  le  capital  en  queftion  vau- 
dra ,  après  vingt-cinq  ans ,  81 59,1  écus. 

553- 

Puis  donc  que  ce  capital  de  1  ooo  ^cus 
va  toujours  en  augmentant ,  &  qu'après 
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vingt-cinq  ans  il  fe  monte  à  8159  ^écu$, 
on  peut  faire  la  queftion ,  en  combien  d'an- 
nées il  montera  jufqu'à  1000000  écus. 

Soit  n  ce  nombre  d'années ,  &  puifque 
fl:=:iooo  ,  /^:=  100 ,  le  Capital  fera  au  bout 
de  n  ans  : 

r^V  (3000) — 2000 ,  fomme  qui  doit  faire 
looocoo  d'écus  ;  de  là  réfulte  donc  cette 
égalité  ou  équation  : 

3000  Ç^j   — 20001=  1000000. 
Ajoutant  des  deux  côtés  2000  ,  on  a 

3^^^  ÇrJ   ^=-  i  00  2000. 
Divifant  de  part  &  d'autre  par  3000  ,  il 

Vient  (-)   :=3  34. 

Prenant  les  logarithmes ,  on  a  /z  L.  ^ 
:=:  L.  3  3  4  ;  &  divifant  par  L,  ^  ,  on  ob- 

tient  n  =  L,  £2.  Or  L.  3341=2,5  237465  , 

&L.î^  =  o,OMi89î;donc;z=i;3g. 
Et  11  l'on  multiplie  enfin  les  deux  termes 
de  cette  fraftion  par  10000000  ,  on  aura 
n^-^-\^^~^  ce  qui  fait  cent  dix-neuf  ans 


{ 
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un  mois  fept  jours ,  &  c'eft-là  le  temps  après 
lequel  le  capital  de  i  ooo  écus  fe  fera  accru 
jufqu'à  loocooo  d'écus. 

5  54- 

Mais  {{  on  fuppofoit  que  quelqu'un ,  au 
lieu  d'augmenter  annuellement  fon  capital 
d'une  certaine  fomme  fixe  ,  le  diminuât  en 
employant ,  chaque  année  ,  une  certaine 
fomme  pour  fon  entretien  ,  on  auroit  les 
gradations  fuivantes  pour  les  valeurs  de  ce 
capital  a  ,  année  par  année  ,  en  le  fuppofant 
placé  à  5  pour  cent ,  &  en  entendant  par 
b  la  fomme  qu'on  en  ôte  annuellement  : 
après  1   an  5  '^a  —  h  y 

après  2  ans,  O'^— ^^— ^, 

après  î  ans,  (Ë)' ^— ©'^  — ^^  — ^  . 

après  n  ans,  (-)  a— (-^     b-{^-^     b 

-o^-^- 

5  5  5. 

Ce  capital  confifte  donc  en  deux  parties , 
Tune  eft  (~)"^  ?  &  l'autre  qui  doit  en  être 
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fouftraite  forme  ,  en  prenant  les  termes 
en  rétrogradant  ,  la  progreffion  géomé- 
trique fuivante  : 

Nous  avons  déjà  trouvé  ci-deffus  la  fomme 
de  cette  progreffion  =  20  (f^)"  b—iob; 
fi  donc  on  fouftrait  cette  quantité  de  Çt^  ^> 
on  aura  le  capital  cherché ,  après  n  ans  5 

556. 

On  auroit  pu  tirer  auffi  cette  formule 
immédiatement  *de  la  précédente.  Car  de 
mêm.e  qu'on  ajoutoit,  dans  la  fuppofition 
précédente  ,  annuellement  la  fomme  b ,  on 
ôte  à  préfent  chaque  année  la  même 
fomme  b.  On  n'a  donc  qu'à  mettre  dans  la 
formule  précédente ,  par-tout  — bk  la  place 
de  -|-  b.  11  faut  remarquer  principalement 
ici  que,  fi  20^  efi:  plus  grand  que  a^  la 
première  partie  devient  négative  ,  &  par 
conféquent  que  le  capital  va  toujours  en 
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diminuanii  Cela  le  comprend  aifément ,  car 
fi  on  ôte  plus  du  capital  annuellement  qu'il 
ne  s'y  joint  d'argent  en  intérêts  ,  il  efl:  clair 
que  ce  capital  doit  devenir  continuellement 
plus  petit ,  &  qu'à  la  fin  il  doit  même  fe 
réduire  abfolument  à  rien.  C'efi:  ce  que  nous 
allons  éclaircir  par  un  exemple. 

557- 

Queflion,  Quelqu'un  a  un  capital  de 
1 00000  écus  placé  à  5  pour  cent  ;  il  lui  faut 
chaque  année  6000  écus  pour  fon  entre- 
tien ;  cela  fait  plus  que  les  intérêts  de  fon 
argent,  lefquels  ne  fe  montent  qu'à  5000 
écus  5  par  conféquent  le  capital  ira  toujours 
en  diminuant.  On  demande  en  combien 
de  temps  il  s'évanouira  tout-à-fait.  Suppo- 
fons  ce  nombre  d'années  =zzn ,  8c  puifque 
acziz  1 00000  &cb:=z  60CO,  nous favons  que 
i'près  n  ans  la  valeur   du  capital  fera  := 

—  ioooo  (^)''  -[-  I  loooo  ,    ou    1 20000 

—  20000  (^)''.  Ainfî  le  capital  fe  réduira 
à  zéro,  lorfque  20000  (^)"  fe  montera  à 
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1 2  000C  écus  ,  ou  lorfque  20000  (^)'*  éga- 
lera 1 10000.  Divifant  des  deux  côtés  par 
20000  ,  on  a  Q^""  =:6.  Prenant  les  loga- 
rithmes 5  on  a  72  L.  ^=  L.  6.  Divifant  par 
L--,  il  vient  n  =  ~4iz=.'^n^.    ou  n 

20    ^  -L.  0,0x11093 

:=  ^l^llll •  Donc  72 :i=  3 6  ans  8  mois  2 2 
jours  5  au  bout  duquel  temps  il  ne  reliera 
plus  rien  du  capital. 

558. 

Il  fera  bon  de  faire  voir  auffi  comment , 
en  partant  des  mêmes  principes ,  on  peut 
calculer  les  intérêts  pour  des  temps  pius 
courts  que  des  années  entières.  On  fe  fert 
pour  cela  de  la  formule  (^V  a  trouvée  plus 
haut,  qui  exprime  la  valeur  d'un  capital 
placé  à  5  pour  cent  après  n  années  j  car  fi 
le  temps  eft  de  moins  d'un  an  ,  l'expofant 
n  devient  une  fraftion  ,  &  le  calcul  fe  fait 
par  les  logarithmes  comme  auparavant.  Si 
on  demandoit ,  par  exemple  ,  la  valeur  du 
capital  après  un  jour,  on  feroit /2=:j|j  j 
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il  c'eft  après  deux  jours ,  ;z  =  ^^- ,  &  ainiî 
de  fuite. 

5  59- 

Soit  le  capital  a^=z  looooo  écus ,  placé 
à  5  pour  cent ,  à  combien  montera-t-il  en 
huit  jours  de  temps? 

Nous  avons  a=.\  ooooo ,  &  /:  =  j^ ,  par 

g 
conféquent  le  capital  cherché  .=:^  (^)  ^^ 

100000.  Le  logarithme  de  cette  quantité 

eft  =Lg)Tf<  +L.  100000  =  ^-^-  L.  ^ 

4-L.  100000.  Or  L.  ^  :=  O5O  2  I  I  89  3  5 

multipliant  par  ^  on  a  0,0004644 
ajoutant  L.  100000=:::  5,0000000 

La  fomme  eft=  ^,0004644. 
Le  nombre  de  ce  logarithme  fe  trouve 
=  1 00 1 07.  Ainfi  dans  les  premiers  huit  jours 
les  intérêts  du  capital  font  déjà  1 07  écus. 

560. 

Dans  cette  matière  fe  préfentent  auflî  les 
queftions  d'eftimer  la  valeur  préfente  d'une 
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fomme  d'argent  qui  ne  feroit  payable  que 
dans  quelques  années.  On  confidérera  que  , 
puifque  20  ecus  en  argent  comptant  mon- 
tent à  2 1  écus  en  douze  mois  ,  il  faut  que 
réciproquement  21  écus  qu'on  ne  pourroit 
toucher  qu'au  bout  d'un  an  ,  ne  valent 
aftuellement  que  20  écus*  Si  donc  on 
exprime  par  a  une  fomme  dont  le  payement 
écherroit  au  bout  d'un  an  ,  la  valeur  pré- 
fente de  cette  fomme  eft  f^  a,  Ainfi  pour 
trouver  combien  un  capital  a ,  payable  feu- 
lement au  bout  d'un  certain  temps ,  vaur 
droit  une  année  plutôt ,  il  faudra  le  mul- 
tiplier par  ^  ^  pour  trouver  fa  valeur  deux 
ans  avant  l'échéance  ,  on  le  multipliera  par 
C^)""  ^>  ^  ^^  général  fa  valeur ,  n  ans  avant 
l'échéance  ,  s'exprimera  par  (^)  "  a. 

561. 

Suppofons  qu'un  homme  ait  à  tirer  pen- 
dant cinq  années  confécutives  une  rente  J 
annuelle  de  cent  écus  ,  &  qu'il  veuille  la  | 
céder  pour  de  l'argent  comptant ,  en  comp-   j 

tant  * 
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tant  les  ûntérêts  à  j  pour  cent ,  fi  on  de- 
mande  combien  il   doit   recevoir  ,  voici 
comment  il  faudra  raifonner  : 
Pour  100  écus  qui  échoient 
après   I   an  il  reçoit  95,239. 

après  2  ans 90,704.  ^''' 

après  3  ans 86,385, 

après  4  ans ■ —  82,272. 

après  5   ans 78,355. 

fomme  des  5  termes  432,95  5. 
Ainfi  le  pofleffeur  de  la  rente  ne  peut 
prétendre  en  argent  comptant  que  43  2,9  5  J  . 
écus ,  ou  1 298  livres  1 7  fous  3  -  denier^.  .^ 

562. 

On  remarquera  que  il  une  telle  rentef 
devoit  durer  un  nombre  d'années  beaucoup 
plus  grand  ,  le  calcul  ,  de  la  manière  que 
nous  l'avons  fait ,  deviendroit  très-pénible , 
voici  les  moyens  de  le  faciliter  : 

Soit  la  rente  annuelle  :=  a  .  commençant 
dès-à-préfent  &  durant  n  années,  elle  vau- 
dra  aftuellement  ; 

Tome  /.  F  f 
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Voilà  une  progreflîon  géométrique ,  & 
tout  fe  réduit  à  en  trouver  la  fomme.  On 
multipliera  donc  le  dernier  terme  par  l'ex- 
pbfant ,  le  produit  eft  (^)'^'^y  fouftrayant 
le  premier  terme,  il  refte  \J^^y^'  cl  —  a; 
divifant  enfin  par  TexpoTant  moins  i  , 
c'eft-à-dire ,  par  — ^ ,  ou ,  ce  qui  revient 
au  même ,  multipliant  par  —  2 1  ,  on  aura  la 
fomme  cherchée  = — 21  (^^^^  ^^-^-^^^i , 
ou  bien  ,  i\a  —  21  (~)'''^  «  y  &  ce  fécond 
terme  qu'il  s'agit  de  fouftraire ,  fe  calcule 
facilement  par  les  logarithmes. 


b'  A  t 


SECTION  QUATRIEME. 

Des  Equations  algébriques  ,  &  de  la 
réfolution  de  ces  Equations. 

CHAPITRE    PREMIER. 

De  la  réfolution  des  Problêmes  en  général. 

563. 

E  but  principal  de  l'Algèbre  ,  ainfi  que 
de  toutes  les  parties  des  Mathématiques, 
efl  de  déterminer  la  valeur  de  quantités 
qui  auparavant  étoient  inconnues.  On  l'at- 
teint en  pefant  avec  attention  les  conditions 
prefcrites ,  lefquelles  s'expriment  toujours 
par  des  quantités  connues.  C'eft  auffi  pour- 
quoi on  définit  l'Algèbre ,  lafcience  qui  en- 
feigne  à  déterminer  des  quantités  inconnues 
par  le  moyen  de  quantités  connues. 

Ff  X 
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564- 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'accorde 
auffi  avec  tout  ce  qui  a  été  expofé  jufqu'ici. 
Par-tout  on  a  vu  la  connoiffance  de  cer- 
taines quantités  faire  arriver  à  celle  d'autres 
quantités  qu'on  pouvoit  auparavant  regar- 
der comme  inconnues. 

L'Addition  en  offroit  d'abord  un  exem- 
ple. Pour  trouver  la  fomme  de  deux  ou  de 
plufieurs  nombres  donnés ,  il  falloir  cher- 
cher un  nombre  inconnu  qui  fût  égal  à  ces 
nombres  connus  pris  enfemble. 

Dans  la  Souftraftion  on  cherchoit  un 
nombre  qui  fût  égal  à  la  différence  de  deux 
nombres  connus. 

Une  multitude  d'autres  exemples  fe  font 
préfentés  dans  la  Multiplication  &  dans  la 
Divifion ,  dans  l'élévation  des  puiffances 
&  dans  l'extraftion  des  racines  ;  la  queftion 
fe  réduifoit  roujours^  à  trouver  ,  par  le 
moyen  de  quantités  connues,  une  autre 
quantité  inconnue  jufqu'alors. 
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565. 

Enfin  dans  la  dernière  feftion  nous  avons 
aufli  réfolu  différentes  queftions  ,  où  il 
s'agifîoit  de  déterminer  un  nombre  qui  ne 
pouvoir  être  conclu  de  la  connoiffance 
d'autres  nombres  donnés  que  fous  de  cer- 
taines conditions. 

Toutes  les  queftions  fe  réduifent  donc 
à  trouver  ,  par  le  fecours  de  quelques 
nombres  donnés ,  un  nouveau  nombre  qui 
ait  avec  ceux-là  une  certaine  connexion  ; 
&  cette  connexion  fe  détermine  par  de  cer- 
taines conditions  ou  propriétés  qui  doivent 
convenir  à  la  quantité  cherchée. 

Lorfqu'il  fe  prèfente  une  queftion  à  ré- 
foudre ,  on  indique  par  une  des  dernières 
lettres  de  l'Alphabet  le  nombre  cherché  , 
&  on  examine  enfuite  de  quelle  manière 
les  conditions  données  peuvent  former  une 
égalité  entre  deux  quantités  \  cette  égalité 

Ff  5 
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qui  efl:  repréfentée  par  une  efpece  de  for- 
mule qu'on  appelle  équation  ,  fert  enfuite 
à  déterminer  la  valeur  du  nombre  cherché , 
&  par  conféquent  à  réfoudre  la  queftion. 
II  arrive  quelquefois  qu'on  cherche  plu- 
iieurs  nombres  ^  on  les  trouve  pareillement 
par  des  équations. 

567. 

Expliquons-nous  mieux  par  un  exemple , 

6  fuppofons  la  queftion  ou  le  problême  qui 
fuit  : 

Vingt  perfonnes ,  hommes  &  femmes , 
mangent  dans  une  auberge  ;  l'écot  d'un 
homme  eft  8  fous ,  celui  d'une  femme  eft 

7  fous;  &  la  dépenfe  totale  fe  monte  à  7  liv. 

5  fous:  on  demande  le  nombre  des  hommes 

6  celui  des  femmes  ? 

On  fuppofera ,  pour  réfoudre  cette  quef- 
tion ,  que  le  nombre  des  hommes  foit  r=  a:  , 
&  regardant  maintenant  ce  nombre  comme 
connu  ,  on  procédera  de  la  même  ma- 
ttiere que  fî  on  vouloir  faire  la  preuve  & 
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voîr  fi  ce  nombre  fatisfait  à  la  queftion. 
Or  le  nombre  des  hommes  étant  ^=-x y  & 
les  hommes  &  les  femmes  faifant  enfemble 
vingt  perfonnes ,  il  eft  facile  de  déter- 
miner le  nombre  des  femmes ,  on  n'a  qu'à 
fouftraire  de  20  celui  des  hommes  y  c'eft- 
à'dire  que  le  nombre  des  femmes  =  zo 

—  X. 

Mais  un  homme  dépenfe  8  fous ,  donc 
X  hommes  dépenfent  %x  fous. 

Et  puifqu'une  femme  dépenfe  7  fous , 
20 — X  femmes  auront  dépenfe  140 — 7 a: 
fous. 

Ainfi  ajoutant  enfemble  %x  &  140 — ^-jx  y 
on  voit  que  toutes  les  20  perfonnes  auront 
dépenfe  140-}-^  fous.  Or  on  fait  d  avance 
combien  elles  ont  dépenfe ,  favoir  7  liv* 
5  fous  ^  ou  145  fous  y  il  faut  donc  qu'il  y 
ait  égalité  entre  1 40+^  &  M  5  »  c'eft-à-dire 
qu'on  ait  l'équation  i4C--j-:^=l4  5  ,  &  de 
là  on  tire  facilement  jfi=j. 

Donc  l'écot  étoit  d^  5  hommes  &  de 
\  \  femmes. 

Ff  4 
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568. 

Autre  queßion  de  la  même  efpece* 

Vingt  perfonnes,  hommes  &  femmes, 
fe  trouvent  dans  une  auberge ,  les  hommes 
dépenfent  24  florins,  &  les  femmes  autant , 
&  il  fe  trouve  qu'un  homme  a  dépenfé 
1  florin  de  plus  qu'une  femme  j  on  demande 
combien  il  y  avoit  d'hommes  &  combien 
de  femmes  ? 

Soit  le  nombre  des  hommes  ::=  x  , 
celui  des  femmes  fera  :::i=  20  —  x. 

Or  ces  X  hommes  ayant  dépenfé  24 
florins,  l'écot  de  chaque  homme  efl:  de 
^  florins. 

De  plus  les  20 — x  femmes  ayant  auflî 
dépenfé  24  florins ,  l'écot  de  chaque  femme 
eft  ~~  florins. 

Mais  on  fait  que  cet  écot  d'une  femme 
efl:  d'un  florin  plus  petit  que  celui  d'un 
homme  \  fi  donc  on  foufl:rait  i  de  l'écot 
d'un  homme  ,  il  faut  qu'on  obtienne  celui 
d'une  femme ,  &  par  conféquent  que  ^ 
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—  ï  =  I^::7'  Voilà  donc  Féquation  de  la- 
quelle il  s'agit  de  tirer  la  valeur  de  x  ;  on 
ne  trouve  pas  cette  valeur  avec  la  même 
facilité  que  dans  la  queilion  précédente  j 
mais  on  verra  dans  la  fuite  que  xz=zi^  ,  & 
cette  valeur  fatisfait  en  effet  à  l'équation; 
car  Y  — i=n  renferme  l'égalité  1  =  2. 

569. 

On  voit  bien  à  quel  point  il  eil  effentiel , 
dans  tous  les  problêmes,  de  pefer  avec 
attention  toutes  les  circonftances  de  la 
queftion  ,  afin  d'en  déduire  une  équation  , 
en  exprimant  par  des  lettres  les  nombres 
cherchés  ou  inconnus.  Tout  l'art  confifte 
enfuite'à  réfoudre  ces  équations  pour  en 
tirer  les  valeurs  des  nombres  inconnus  ,  & 
c'eft  de  quoi  nous  nous  occuperons  dans 
cette  feftion. 

570- 

Nous  avons  à  remarquer  d'abord  une 
diverfité  qui  réfîde  dans  les  queftions  elles- 
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mêmes.  Dans  quelques-unes  on  ne  cherche 
qu'une  feule  quantité  inconnue,,  dans  d'au- 
tres on  en  cherche  deux  ou  plufieurs  ;  &  il 
faut  obferver  dans  ce  dernier  cas  qu'il  faur^ 
pour  les  déterminer  toutes  ,  pouvoir  dé- 
duire des  circonftances  ou  des  conditions 
du  problême  ,  autant  d'équations  qu'il  y  a 
d'inconnues. 

571- 

On  a  déjà  pu  s'appercevoir  qu'une  équa- 
tion confifte  en  deux  membres  qu'on  fépare 
par  le  figne  d'égalité,  =,  pour  indiquer 
que  ces  deux  quantités  font  égales  l'une  à 
l'autre.  On  eft  obligé  fouvent  de  faire  fubir 
bien  des  transformations  à  ces  deux  mem- 
bres ,  afin  d'en  déduire  la  valeur  de  la 
quantité  inconnue  ^  mais  ces  transforma- 
tions cependant  doivent  toutes  fe  fonder 
fur  ce  que  deux  quantités  égales  reftent 
égales ,  foit  qu'on  leur  ajoute  ou  qu'on  en 
retranche  des  quantités  égales  ,  foit  qu'on 
les  multiplie  ou  qu'on  les  divife  par  un  même 
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nombre  ,  foit  qu'on  les  élevé  toutes  deux 
à  la  même  puilTance  ,  ou  qu'on  en  extraie 
les  racines  d'un  même  degré ,  foit  enfin  que 
l'on  prenne  les  logarithmes  de  ces  quan- 
tités ,  com.me  nous  Tavons  déjà  pratiqué 
dans  la  feftion  précédente. 

572. 

Les  équations  qu'on  réfout  le  plus  faci- 
lement ,  font  celles  où  l'inconnue  ne  paiTe 
pas  la  première  puifTance  après  qu'on  a  mis 
les  termes  de  l'équation  en  ordre  ,  &  on 
les  appelle  équations  du  premier  de^ré.  Mais 
lorfqu'ayant  réduit  &  ordonné  une  équa- 
tion ,  on  Y  rencontre  le  quarre  ou  la 
féconde  puifTance  de  l'inconnue  ,  on  a  une 
équation  du  fécond  degré  y  qui  efl:  déjà  plus 
difficile  à  réfoudre.  Enfuite  viennent  les 
équations  du  troifieme  degré ,  qui  renferment 
le  cube  de  l'inconnue,  &  ainfi  de  fuite. 
Nous  traiterons  de  toutes  dans  cette  feftion. 
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CHAPITRE     IL 

De  la  résolution  des  Equations  du  premier 
degré. 

573- 

ijORSQUE  le  nombre  cherché  ou  inconnu 
eft  indiqué  par  la  lettre  x ,  &  que  l'équa- 
tion qu'on  a  obtenue  eft  telle  que  l'un  de 
fes  membres  renferme  fimplement  cet  x ,  & 
l'autre  purement  un  nombre  connu ,  comme , 
par  exemple,  ^  =  25  ,  la  valeur  cherchée 
de  X  eft  toute  trouvée.  C'eft  donc  à  parvenir 
à  une  telle  forme  qu'il  faut  toujours  faire 
fes  efforts  ,  quelque  compUquée  que  foit 
l'équation  qu  on  a  trouvée  d'abord.  Nous 
donnerons  dans  la  fuite  les  règles  qui  ren- 
dent ces  réduftions  plus  faciles. 

574- 

Commençons  par  les  cas  les  plus  fimples  , 
&  fuppofons  d'abord  qu'on  foit  parvenu  à 


1 
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réquation  x-\-^:=z  1 6  ,  on  voit  fur  le  champ 
que  x=^j.  Et  en  général  fi  on  a  trouvé 
x^a^=/^ ,  où  a  &  ^  fignifient  des  nombres 
quelconques  ,  mais  connus ,  on  n'a  qu'à 
Ibuftraire  a  de  l'un  &  de  l'autre  membre , 
&  on  obtient  l'équation  ;cz=é — a  ,  qui 
indique  la  valeur  de  a:. 

Si  l'équation  trouvée  eft  x — azzzb ,  on 
ajoutera  des  deux  côtés  a  ,  &  on  aura  la 
valeur  cherchée  de  :cz=^-}-a. 

On  procédera  de  même  ,  fi  la  première 
équation  a  cette  forme  ,  x — azzzzaa-^-i  -, 
car  on  aura  fur  le  champ  x:=^aa-^a'^i. 

Cette  autre  équation,  x — 8^111=20 — 6aj 
donne  xzzzio — 6a-\~Sa  ,  ou  xi^io-^ia. 

Et  celle-ci,  x-^-ôa^no-^ia  ,  donne  x 
z=:io-\-}a — 6a  y  ou  x=.iO — 3a. 

576.  ,.CÎ 

Si  l'équation  primitive  a  cette  forme, 
X — a'\-hz=zc  y  on  peut  commencer  par  ajou- 
ter de  part  &  d'autre  a ,  on  aura  x-\-ù^=^c+a; 
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&  en  louilrayant  enfuite  b  des  deux  côtés  ^ 
on  trouvera  xzi^c~\-a^ — b.  Mais  on  peut 
atiffi  ajouter  d'abord  -[-a — b  de  part  & 
d*autre  ;  on  obtient  par-là  fur  le  champ 

X:=::C'-^^a — bé 

Ainfi  dans  les  exemples  fuivans 
Si  X — 2a-|-3^:=o  ,  on  a  x=iia — 3^. 

Six 3a-j-2/5i:=2  5-f-^+i^>    on   a  X:=:il) 

Si  AT — i)-\-6az==Li^-^ia  ,  on  a  x:=34— 41^. 

577- 

Quand  Téquation   trouvée  a  la  forme 
axz=zb ,  on  diviië  feulement  les  deux  mem- 

,  bres  par  a  ,  &  on  a  Arz=  j  Mais  fi  Téqua- 
tion  eft  de  la  forme  ax-\-b — cz=<^,  il  faudra 
d'abord  faire  difparoître  les  termes  qui 
accompagnent  ax ,  en  ajoutant  de  part  & 
d'autre  —b-^-c  ;  &  après  cela ,  en  divifant 
par  a  la  nouvelle  équation  ax=d — b-^c , 


d-h  +  c 

on  aura  x=i  — - — * 


On  auroit  trouvé  la  même  chofe  en  fouf* 
trayant  -^b — £  de  l'équation  donnée  5  on 
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auroit  eu  pareillement  ax-=i — b^c  y  & 
^^^—i^*  En  conféquence  de  cela 
Si  2^4-5  =  17,  on  a  lx=L\^  ^  Se  x=6. 
Si  }a:— 8:z=7  ,   on  a  ^x=i  j  ,  &  x=^. 
Si  4-^  —  5  —  3û  =  i5-[-c)a,  on  a   4^*^=20 
+i  i^  ,  &  par  conféquent  x:^^-\'^a. 

57B. 

Quand  la  première  équation  aura  la 
forme  j:=^,  on  multipliera  des  deux  côtés 
par  a  ,  pour  avoir  x=ab. 

Mais  fi  l'on  a  'L-\.b—c=d ,  il  faudra 
d'abord  faire  î  =^—^-fc,  après  quoi  on 
obtiendra  xz={d—b-\-c)a=ad—ab-\-ac. 

Soit  i  ^—3=4  ,  on  a  i  x=j  ,  &  x 
=  14. 

Soit  ijf— 1  +  23=3+3,  on  aura-Ar=4 
—a,  &  jr=i2 — 3a. 

S°"^  — ï='i»onaura^=a-|-i,  & 
x^=aa — I. 

579- 

Quand  on  eft  parvenu  à  une  équation , 
comme  î^=c,  on  multiplie  d'abord  paf 
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h  y  afin  d'avoir  ax=zhc  ,  &  divilaat  enfuite 
par  a  ,  oti  trouve  xiii;  ^% 

Que  fi^ — czz::;^,  on  commencer  oit  par' 
donner  à  Téquation  cette  forme  ~=J-{-c y 
après  quoi  on  parviendroit  à  la  valeur  de 
ax^id-^i^cy  &  à  celle  àex=^^. 

Suppofons  ~  X — 41=:  f  ,   nous   aurons  - 

X=:^  ,  &  lX=zl^  ;   doncxiz^i^  OUzzryi. 

Si  1  x-^  r  ^^  5  >  "^^^  avons  -x=z^  —  ~ 

-,    t. 

5=1  j  donc  3^=18,  &  ;^3=6.  i>  gi^. 

580.  ^^-'" 

Confidérons  à  préfent  le  cas ,  qui  peut 
arriver  fréquemment ,  où  deux  ou  plufieurs  J 
termes  contiennent  la  lettre  x  ,  foit  dans 
un  feul  membre  de  l'équation ,  foit  dans 
tous  les  deux. 

Si  ces  termes  font  tous  du  même  côté , 
c'eft-à-dire  dans  un  feul  membre  ,  comme 
dans  l'équation  x-^^x  -j-,j  nr:  1 1  ,  on  a 
AT-}-^  Ar=;6,  &  3?v,s=i2  ,  &  enfin  :c=4. 

Soit 
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Soît  X  +  j-^ 4"  J  -^ ^^ 44  )  &  qu^on  de- 
mande la  valeur  de  x  :  {\  on  multiplie 
d'abord  par  3  ,  on  a  4;c-|-f;^z=i 32  ^mul- 
tipliant enfuite  par  2,  on  a  iix=zi64  ; 
donc  ^==24.  On  auroit  pu  procéder  plus 
brièvement,  en  commençant  par  réduire 
les  trois  termes  qui  renferment  ;c ,  au  feul 
terme  ^  :\:  y  &  divilant  enfuite  par  1 1  l'équa- 
tion ^:cz=:  44,  an  auroit  eu^Ari=4,  donc 
:f  :=24. 

Soit-jc — ^x-^-xzzzî ,  on  aura,  en  ré- 
duifant ,  -^x^=i.  &c  x  =  i-^ 

Soit  ,  plus  généralement-,  ax  —  Lx-^cx 
=  d ^  ceû  comme  fi  on  avoit  (a — ^-j-^) 
x=zd .  d'où  l'on  tire  xz=l  -4—. 

581. 

Lorfqu'il  fe  trouve  des  termes  renfer- 
mant X  dans  l'un  &  l'autre  membre  de 
l'équation  ,  on  commencera  par  faire  dif- 
paroître  ces  termes  du  côté  où  cela  eft  plus 
facile,  c'eft-à-dire  où  il  y  en  a  le  moins. 
Tome  /.  G  g 
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Si  on  a ,  par  exemple  ,  l'équation  yx-^-i 
zzi^x-^  io  ^  il  faudra  fouftraire  d'abord  x 
des  deux  côtés ,  on  aura  ix  -|-  2=  i  o  j  donc 

Qu'on  ait  x-|-4=20 — Xy  il  eft  clair  que 
2A:-j-4;=20j  &  par  conféquent  ixz=.i6 y 
&  x  =  8. 

Soit;t:-i-8=:3i — 3^,  onaura  4a:+8=32; 
enfuite  4x^:2=1^  ^  &  ;rz=z:6. 

Soit  15  — xi:i:=20  —  2.r ,  on  aurai  5+-^ 

=  20,  &  XZ=:tj. 

Soit  i~^a:z=  5  —  ^  .r  ^  on  aura  i  +  4  -^ 
=  5  j  après  cela|A:z=4  j   3:5^=8  ^  enfin 


Si  ^  —  j  x=:j  — ^  ^,  on  ajouteraj^, 

cela  donne  ^  :ziz  j  -[-  ^^  ;r  y  fouftray ant  - ,  il 

refte-^;^^:^;  &  multipliant  par  12,  on 
obtient  x=^  i. 

Sii^— j^  =  ^4-^a:,   on  ajoute  j  :^  , 

cela  donne  i  ^=  ~-^^x.  Souftrayant  -, 

on  a  7-  a:=i  - ,  d'où  l'on  tire  xzi=i  -  =  ^  , 

6  4  '^  14  14  7 

en  multipliant  par  6 ,  &:  en  divifant  par  7. 
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582. 

Si  on  eft  parvenu  à  une  équation  où  le 
nombre  inconnu  x  eft  un  dénominateur  ,  il 
faut  faire  difparoître  la  fraftioa  ,  en  multi- 
pliant toute  l'équation  par  ce  dénominateur. 

Suppofons  qu'on  ait  trouvé  ^ — 8=i::i2, 

on  ajoutera  d'abord  8  ,  &  on  aura  ~:=20; 
multipliant  enfuite  par  .r ,  on  a  voo^^iox ; 
&  divifant  par  20  ,  on  trouve  ^-=115. 

Si  on  multiplie  par  a: — i  ,ôna  5;c--|-5rzi7-v 

—  7- 
Souftrayant  yx  ^  il  refte  3:1=2^  —  7. 
Ajoutant  7,  il  vient  2Ari=:io.  Donc  .v::=j. 

583. 

Quelquefois  auffi  on  rencontre  des  fignes 
radicaux  ,  &  l'équation  ne  iaiffe  pas  d'ap- 
partenir au  premier  degré.  Par  exemple  , 
on  cherche  un  nombre  x  au-deffous  de  100  , 
&  tel  que  la  racine  quarrée  de  100 — x 
devienne  égale  à  8  ,  ou  \/  (  100 — a:):^8, 

Gg  2 
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on  prendra  des  deux  côtés  le  quarre  ico 
— xz=z64  5  &  en  ajoutant  x  on  aura  loo 
z=z64-\-x  y  d'où  Ton  tire  x:=  i  oo — 64^=3  6'. 
On  pourroit  auffi ,  puifque  1 00 — x:=264 , 
fouftraire  1 00  de  l'un  &  de  Tautre  membre  5 
on  auroît — x=z  —  36,  &  en  multipliant 
par  —  1  ,  x^z-^ß. 

584. 

Quelquefois  enfin  le  nombre  inconnu  x 
fe  trouve  dans  l'expofant ,  nous  en  avons 
vu  des  exemples  plus  haut,  &  il  faut  alors 
avoir  recours  aux  logarithmes. 

Ainfi,  quand  on  a  2*^=512,  on  prend 
des  deux  côtés  les  logarithmes  ;  on  a  x  L.  2 
=L.  5 1 2  ;  &  en  divifant  par  L.  2 ,  on  trouve 
a:  =4^.  Les  tables  donneront  donc 

__V7C2a70o__  270927  YZZ=0 

0,3010300         30103  '         y* 

Soit  5.3^'' — 100=30^  ,    on  ajoutera 

100  ;  cela  fait  5 . 3''*rz:r405  ^  divifant  par 

5  ,  on  a  3''''z=8i  5  prenant  les  logarithmes 

2a: L.  3  =L.8 1 ,  &  divifant  par  2  L.  3 ,  on  a 
L.81  L.81       i^„^ 1,9084850 

•^==  ^ou;c  =  XT'    ^^^^  ^  — ^i^H^^T 

^ 190S4850 

*—  9542415  — '^- 
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CHAPITRE     II  I. 

De  lafolution  de  quelques  quejlions  relatives 
au  Chapitre  précédent. 

585. 

REMiERE  (Question.  Partager  7  en 
deux  parties ,  telles  que  la  plus  grande  fur- 
paffe  de  }  la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  =  x ,  la  plus 
petite  fera  =  7  —  x  ;  il  faut  donc  que  x 
3=7  —  x-j-3,ou=io  —  X  ;  ajoutant  x  , 
on  a  2x1=10  j  &  divifant  par  2  ,  le  réful- 
tat  eft  :^  =  5 . 

Réponfe.  La  plus  gra?\de  partie  eft  5  ,  & 
la  plus  petite  eft  1, 

Seconde  queßion*  On  propofe  de  par- 
tager a  en  deux  parties  ,  de  façon  que  la 
plus  grande  furpaffe  de  b  la  plus  petite. 

Soit  la  plus  grande  partie  =  x ,  l'autre 
fera  a  —  x  ^  dir\(i  x  z==^a — x-^-b  ;  ajoutant 

Gg  3 
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X ,  on  a  2xii^a-j~^;  &  divifant  par  2^ 

a-rh 

Autre  folutlon.  Soit  la  plus  grande  partie 
:zizx  ;  comme  elle  eft  plus  grande  de  h  que 
la  plus  petite  ,  il  eft  clair  que  celle-ci  eft 
de  h  plus  petite  que  l'autre,  &i^=:x  —  h. 
Or  ces  deux  parties ,  prifes  enfemble  ,  doi- 
vent faire  a  y  il  faut  donc  que  ix — bz=za; 
ajoutant  i^ ,  on  a  ix—^a-^-b  ;  donc  xzi^^y 
c'eft  la  valeur  de  la  plus  grande  partie , 
&  celle  de  la  plus  petite  fera  ^ b  ou  ^ 

nb  a-b 

—  -,  ou  - . 

5  86. 

Troifieme  queßion.  Un  père  qui  a  trois 
iîls ,  leur  laifle  1 6oo  écus.  Le  teftament 
porte  que  l'aîné  aura  200  écus  de  plus  que 
le  puîné,  &  que  celui-ci  aura  100  écus 
de  .plus  que  le  cadet.  On  demande  quelle 
fera  la  portion  de  chacun  ? 

Soit  la  portion  du  troifieme  fils  =  x  ; 
celle  du  fécond  fera  ==:=  a:  -|-  i  co ,  &  celle  du 
premier  =  ;^-|-300.  Or  on  fait  que  ces  trois 
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portions  font  enfemble  1600  écus.    On  a 

donc  3x-}-40o  i=:i6oo 
5  X  =1200 

&   X    ^=:    4OO. 

Réponfe.  La  part  du  cadet  eft  400  écus , 
celle  du  puîné  eft  500  écus,  &  celle  de 
l'aîné  eft  700  écus. 

587. 

Quatrième  queßlon.  Un  père  laifle  quatre 
fils  &  8600  liv.  j  fuivant  le  teftament  la  part 
de  l'aîné  doit  être  double  de  celle  du  fé- 
cond ,  moins  100  liv.  j  le  fécond  doit  rece- 
voir trois  fois  autant  que  le  troifieme ,  moins 
200  liv.  j  &  le  troifieme  doit  recevoir  quatre 
fois  autant  que  le  quatrième  ,  moins  300  L 
On  demande  quelles  font  les  portions  de 
ces  quatre  fils }  Nommons  x  la  portion  du 
cadet  ;  celle  du  troifîeme  fils  fera:=4A: 
—  500;  celle  du  fécond  =i2;c — iioo, 
&  celle  de  l'aîné  11=  2  4;c:^ — 2300.  La  fomme 
de  ces  quatre  parts  doit  faire  8600  liv.  Oa 
a  donc  l'équation  41  a: — 3700=8600  ,  ou 

4UTz:z:l2300  5    &    a:^^300. 

G  g   4 
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Réponfe.  II  revient  au  cadet  300  livres  > 
au  troifieme  fils  900  livres  ,  au  fécond  2  500 
livres ,  &  à  l'aîné  4600  livres. 

588. 

Cinquième  queßion.  Un  homme  laiffe 
II 000  écus  à  partager  entre  fa  veuve, 
deux  fils  &  trois  filles.  Il  veut  que  la  mère 
reçoive  deux  fois  la  portion  d'un  fils ,  & 
qu'un  fils  reçoive  deux  fois  autant  qu'une 
fille.  On  demande  combien  il  revient  à  ces 
perfonnes  féparément  ? 

Suppofons  la  portion  d'une  fille=Ar ,  celle 
d'un  fils  eft  par  conféquent  =  ia:,  &  celle 
de  la  veuve  =  4X  ;  tout  l'héritage  eft  donc 
3A:-^4:v-j-4jf  y  ainfi  I  iJC=iiooo  ,  &  x 
=  1000. 
Réponfe,  Une  fille  tire  1 000  écus , 

ainfi  toutes  les  trois  reçoivent  5000  écus. 
Un  fils  tire  2000  écus  , 

ainfi  les  deux  fils  reçoivent     4000 
La  mère  reçoit 4000 

femme  1 1 000  écus. 
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589. 

Sixième  queßlon.  Un  père  veut  par  (on 
teftament ,  que  ks  trois  fils  partagent  fon 
bien  de  la  manière  fuivante  :  L'aîné  reçoit 
icoo  écus  de  moins  que  la  moitié  de  tout 
l'héritage  ,  le   fécond  reçoit  800  écus  de 
moins  que  le  tiers  de  tout  le  bien  j  &  le 
troifieme  reçoit  600  écus  de  moins  que  le 
quart  du  bien.  On  demande  à  quelle  fomme 
fe  monte  l'héritage  entier  ,  &  quelle  eft  la 
part  de  chaque  héritier  ? 
Exprimons  l'héritage  par  x  : 
la  part  du  premier  fils  eft  "-  x—  1 000 
celle  du  fécond  jx—  800 

celle  du  troifieme  -x 600 

Ainfi  les  trois  fils  enfemble  tirent  -  x  4-i 
^+4  ^' —  ^400 ,  &  cette  fomme  doit  être 
égale  à  ^  y  on  a  donc  l'équation  ^  ;tr  —  2400 


x. 


Souftrayant  x  ,  il  refte  ~  x—  2400=0. 


474  E    L    É    M    E    N    5 

Ajoutant  2400,  on  a^;c:=::2400.  Multi- 
pliant enfin  par  1 2  ,  le  produit  eft  x  éga- 
iant  28800. 

Réponfe.  L'héritage  eft  de  28800  écus,  & 
l'aîné  des  fils  reçoit  13400  écus. 

le  puîné   —  —  —  —      8800 
le  cadet    — 6600 


é 


tous  trois  enfemble  28800  écus, 

590. 

Septième  queßioji.  Un  père  laiffe  quatre 
fils ,  qui  partagent  fon  bien  de  la  manière 
qui  fuit  : 

Le  premier  prend  la  moitié  de  l'héritage  y 
moins  3000  livres. 

Le  fécond  prend  le  tiers ,  m.oins  i  coo  L 

Le  troifieme  prend  exaflement  le  quart 
du  bien. 

Le  quatrième  prend  600  livres ,  &  la 
cinquième  partie  du  bien. 

De  combien  étoit  l'héritage ,  &  combien 
chaque  fils  a-t-il  reçu  ? 


I 
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Soit  l'héritage  ioxA=:^x\ 

l'aîné  des  fils  aura       \x  —  3000 

le  puîné ja: — 1000 

le  troifîeme     —  —  -a: 

le  cadet 7  -^  +  ^^^ 

Tous  les  quatre  auront  reçu  ^;c-|-j;c -h - 
x-\--x  —  3400 ,  ce  qu'il  faut  égaler  à  .v  ^ 
d'où  réfulte  l'équation  "^x  —  3  400=:;^  ; 
fouftrayant  x  ^  ona^;^  —  3  400=:::o  j 


îjoutant  3  400  5  on  a^jc=3400  ; 


60 

'G'j 


divifant  par   17,  on  a^Am^ioo  j 
multipliant  par  60  ,  on  a  x-zi::.i%oqo, 
Réponfe.   L'héritage  éroit  de   1 20CO  liv, 
le  premier  fils  en  a  pris     3000 

le  fécond  — 3000 

le  troifieme     —  — ■  —    3000 
le  quatrième  —  —  — ■     3000 

591. 

Huitième  queßion.   Trouver  un  nombre' 
tel  que ,  fi  on  y  ajoute  fa  moitié ,  la  fomme 
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furpafle  60  d'autant  que  le  nombre  lui- 
même  efl:  au-deflbus  de  65. 

Soit  ce  nombre  =  AT,  il  faut  que  x  -\-{ 

X — 6orz:6  5  — X ,  ceft- à-dire  \  x — 6o=ö  5 

—  Xi 

ajoutant  ;ir,  ona^A:  —  60=655 

ajoutant  60 ,  on  a  ^  ;c=  1 1  j  j 

divifant  par  5  ,  on  a  ^  a:=  25  ; 

multipliant  par  2  ,  on  a  a:  :=  50. 
Réponfe,  Le  nombre  cherché  efl:  jo. 

592. 

Neuvième  queßlon.  Partager  j  2  en  deux 
parties  telles  que  ,  fi  je  divife  la  moindre 
par  6 ,  &  la  plus  grande  par  5 ,  les  deux 
quotiens  pris  enfemble  fafl^ent  6. 

Soit  la  plus  petite  des  deux  parties  cher- 
chées z=  a:  y  la  plus  grande  fera  ^=3  2 — x  ; 
la  première ,  divifée  par  6 ,  donne  \  j  la  fé- 
conde ,  divifée  par  5  ,  donne  ^  5  or  il 
faut  que  ^-[-^^^=^*  ^^^^^  multipliant  par 
5  ,  ona|:^-f32— a^=30,ou  — ^^+32 
=  30. 
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ajoutant  ^ a;,  il  vient  32  =  304-^^^ 

fouftrayant  3  o ,  il  refte  2  =  ^  a:  ; 

•    multipliant  par  6 ,  on  a  a:  z=  1 2, 
Réponfe.  Les  deux  parties  font  :  la  plus  pe- 
tite=i2,  la  plus  grande ^=20. 

593- 

Dixième  queflion.  Trouver  un  nombre 
tel  que  ,  fi  je  le  multiplie  par  j  ,  le  produit 
foit  autant  au-delTous  de  40 ,  que  le  nom- 
bre lui-même  eft  au-deflbus  de  1 2,  Je  nom- 
merai ce  nombre  x  ^  il  eft  au-deffbus  da 
1 2  de  1 2 — X  ;  prenant  le  nombre  x  cinq 
fois,  j'ai  jx,  ce  qui  eft  moindre  que  40 
de  40 —  5  AT  5  &  cette  quantité  doit  être  égale 
à  12 —jr. 

J'ai  donc  40 — 5:^1=12 — x, 
ajoutant  jat,  j'ai  40=I2-|-4a:; 
fouftrayant  12,  j'ai  iS=4x  ^ 
diviiant  par  4  ,  j'ai  x=ij  ,  nombre  cher- 
ché. 
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594- 

Oniieme  Queßion.  Partager  25  en  deux 
parties ,  telles  que  la  plus  grande  contienne 
49  fois  la  plus  petite. 

Soit  cette  dernière  =  ;c^  la  plus  grande 
fera  =:  25  — x.  Celle-ci  divifée  par  celle-là 
doit  donner  le  quotient  49  j  on  a  donc 


Multipliant  par  x ,  on  a  2  5  — x^=^/!^()x  ; 

ajoutant  x  , ^    25         zm  5  ox  ,- 

Divifant  par  50, x         =  ^. 

Réponfe.  La  plus  petite  des  deux  parties 
cherchées  eft  ^ ,  &  la  plus  grande  eft  24  -  ; 
divifant  celle-ci  par  \ ,  ou  multipliant  par 
2 ,  on  trouve  49.  .  M 

595.  I 

Douzième  queflion.  Partager  48  en  neuf 
parties ,  de  façon  que  l'une  foit  toujours  de 
-plus  grande  que  la  précédente. 

Soit  la  première  &  la  plus  petite  partie 
zz=:v,  la  féconde  fera=^-["2  3  ^^  troifieme 
=  a:-|-i  ,   &c. 
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Or  ces  parties  formant  une  progreffioii 
arithmétique  ,  dont  le  premier  terme  :==:a', 
le  neuvième  &  dernier  terme  fera=A;-}-4, 
Ajoutant  ces  deux  termes  enfe-mble  ,  on  a 
2a;-|-4  j  multipliant  cette  quantité  par  le 
nombre  des  termes ,  ou  par  9  ,  on  a  1 8x 
-I-36  ;  &  divifant  ce  produit  par  2  ,  on 
obtient  la  fomme  de  toutes  les  neuf  parties 
r=9Ar-|-  18  ,  &  qui  doit  équivaloir  a  48, 
On  a  donc  9^  -}-  1 8  =  48  ; 

fouflrayant  18  ,  il  refte  9:^^=30  5 
&  divifant  par  9  on  a    a:  =1 3  -, 
Réponfe.  La  première  partie  eft  3  -  ,  & 
les  neuf  parties  fe  fuivent  dans  l'ordre  que 
voici  : 
123456789 

33^+31+4;- +4Î+ 5  j+5|  +  6i+6i-h73-- 
Toutes  enfemble  font  48. 

596. 

Treizième  queßion.  Trouver  une  progref- 
fion  arithmétique  ,  dont  le  premier  terme 
=2  5  5  le  dernier  =5:  i  o  ,  &  la  fomme  =  éo. 
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Nous  ne  connoiflbns  ici  ni  la  différence 
ni  le  nombre  des  termes  ,  mais  nous  favons! 
que  le  premier  &  le  dernier  terme  nous  ^  j 
fuffiroient  pour  exprimer  la  fomme  de  la 
progreiïîon  ,  {\  feulement  le  nombre  des 
termes  étoit  donné.  Nous  fuppoferons  donc 
ce  nombre  =:=:^,  &  la  fomme  de  la  pro- 
greflîon  s'exprimera  par  ^  j  or  nous  favons 
d'ailleurs  que  cette  fomme  eft  60  5   ainfi 

Maintenant ,  puifque  le  nombre  des 
termes  eft  8 ,  fi  nous  fuppofons  la  diffé- 
rence:={ ,  il  ne  s'agit  plus  que  de  chercher 
le  huitième  terme  dans  cette  fuppofition ,  & 
de  le  faire  ^=  i  o.  Le  fécond  terme  eft  5  -j-  .7  ,- 
le  troifieme  eft  5+2{^  &  le  huitième  eft 
5+7^,  ainfi 

5+7T=io 

Réponfe.  La  différence  de  la  progreffion 
eft  ^ .  &  le  nombre  des  termes  eft  8  ,  & 
par  conféquent  la  progreffion  eft 
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I     ^       5       4        5       <î        7       8 

dont  la  fomme  =  öo. 

597. 

Quatorrieme  queflion.  Je  cherche  un 
nombre  tel ,  que  fî  du  double  de  ce 
nombre  je  fouftrais  i  ,  &  que  je  double  le 
refte  ,  qu'enfuite  je  fouftraie  2  ,  &  que  je 
divife  le  refte  par  4  ,  le  nombre  réfultant 
de  ces  opérations  foit  de  1  plus  petit  que 
le  nombre  cherché. 

Je  fuppoferai  ce  nombre  :=-x  ;  le  double 
cft  ^x ;  fouftrayant  i ,  il  refte  ^x  —  1 5 
doublant  ceci ,  j'ai  4  a:  —  2  ,  fouftrayant  2  , 
il  me  refte  j^x- —  4  ,  divifant  par  4  ,  il  me 
vient  X — i  ^  &  c'eft  ce  qui  doit  être  d'une 
unité  plus  petit  que  x  y  ainfi 

X \^=:X I. 

Mais  voilà  ce  qu'on  nomme  une  équa- 

lion  identique  ;  elle  indique  que  x  n'eft  pas 

du  tout  déterminé  ,  &  qu'on  peut  prendre 

à  fa  place  un  nombre  quelcojique  à  volonté« 

Tom&  h  H  h 
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598. 

Quin:^ieme  queßion.  J'ai  acheté  quelques 
aunes  de  drap  à  raifon  de  7  écus  pour  5 
aunes ,  j'ai  revendu  de  ce  drap  à  raifon  de 
II  écus  pour  7  aunes  5  &  j'ai  gagné  ico 
écus  fur  le  tout  :  on  demande  combien  il 
y  avoit  de  drap  ? 

Suppofons  qu'il  y  en  ait  eu  x  aunes  ^ 
il  faudra  voir  d'abord  combien  l'emplette 
a  coûté  ;  cela  fe  trouve  par  la  regle  de 
trois  fuivante  : 

Cinq  aunes  coûtent  7  écus  j  que  coûtent 
X  aunes  ?  Réponfe ,  ^  x  écus. 

Voilà  ma  dépenfe.  Voyons  à  préfent 
quelle  eft  ma  recette  j  il  faudra  faire  la 
regle  de  trois  qui  fuit  :  Sept  aunes  me  valent 
II  écus  ,  combien  me  rapportent  x  aunes? 
Rép.  ^  X  écus. 

Cette  recette  doit  furpafTer  de  100  écus 

la  dépenfe  ;  on  a  donc  cette  équation  : 

iLx  =  ^x  +  I00; 
7  5       •        . 

fouftray ant  ^  ;c ,  il  refte  ^  ;«:  =  1 00  j 


D*  A   L    C    E    B   R   E.  4%y 

donc?  6jc  =  5500  ,  &  ^^=583  ^. 

Réponfe.  Il  y  avoir  58)  1  aunes,  qui  ont 
été  achetées  pour  8 1 6  -  écus ,  &  revendues 
enfuite  pour  9 1 6  j  écus ,  moyennant  quoi 
le  profit  a  été  de  loo  écus» 

599- 

SelrJ-cme  queßion.  Quelqu'un  acheté  1  z 
pièces  de  drap  pour  140  écus.  Deux  font 
blanches ,  trois  font  noires  &  fept  font 
bleues.  Une  pièce  de  drap  noir  coûte  deux 
écus  de  plus  qu'une  pièce  de  drap  blanc , 
&  une  pièce  de  drap  bleu  coûte  trois  écus 
de  plus  qu'une  noire  ;  on  demande  le  prix 
de  chaque  forte. 

Suppofez  qu'une  pièce  blanche  coûte  x 

écus ,  les  deux  de  cette  forte  coûteront  ix. 

De  plus  une  pièce  noire  coûtant  x-^i  ,  les 

trois  pièces  de  cette  couleur  coûteront  ^x 

-}-6.  Enfin  une  pièce  bleue  coûte  ^-f-5  h 

donc  les  fept  bleues  coûtent  jx-^-t,'^,  Ainfi 

toutes  les  douze  pièces  reviennent  enfemble 

à  iix-\-/^\. 

Hh  z 
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Or  le  prix  réel  &  connu  de  ces  douze 
pièces  eft  140  écusj  on  a  donc  I2x-|-4i 
=  140, 

&        I2;c  =  99; 

donc       x=S  -', 

4 

ainfi  une  pièce  de  drap  blanc  coûte  8  ^  écus. 
drap  noir  10^ 

drap  bleu  1 3  ^ 

600. 

Dix'feptieme  queßion.  Un  homme  qui 
a  acheté  des  noix  mufcades ,  dit  que  trois 
noix  lui  coûtent  autant  au-delà  d'un  fou 
que  quatre  lui  coûtent  au-delà  de  dix  liards  : 
on  demande  le  prix  de  ces  noix  ? 

On  nommera  x  l'argent  que  trois  noix 
coûtent  de  plus  qu'un  fou  ou  quatre  liards , 
&  on  dira  :  trois  noix  coûtent  x-^^  liards  , 
&  quatre  coûteront ,  par  la  condition  du 
problême,  Ar-f-io  liards.  Or. le  prix  de 
trois  noix  donne  celui  de  quatre  noix 
encore  d'une  autre  manière ,  favoir  par  la 
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regle  de  trois;  on  fera   y.X'\-4:=^*  Ré- 
ponfe  y  ^^^.  Ainfi  ~^ z=:X'\-io  ,  ou  ^x 

+  161=3^  +  30; 

donc  x-\-i6:=^io  , 

&  X  Zl^lÂf. 

Réponfe.  Trois  noix  coûtent  18  liards  , 
&  quatre  coûtent  6  fous  j  donc  chacune 
coûte  6  liards. 

601. 

Dlx-huitieme  queßion.  Quelqu'un  a  deux 
gobelets  d'argent  avec  un  feul  couvercle 
pour  les  deux.  Le  premier  gobelet  pefe 
1 2  onces ,  &  fi  on  y  met  le  couvercle  ,  iî 
pefe  deux  fois  plus  que  l'autre  gobelet  ; 
mais  fi  on  couvre  l'autre  gobelet ,  celui-ci 
pefe  trois  fois  plus  que  le  premier  :  il  s'agit 
de  trouver  le  poids  du  fécond  gobelet  & 
celui  du  couvercle. 

Suppofons  le  poids  du  couvercle  =  x 
onces  ;  le  premier  gobelet  étant  couverc 
pefera  x-\-ii  onces.  Or  ce  poids  étant  le 
double  de  celui  du  fécond  gobelet  y  il  faut 

H  h  3 
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que  ce  gobelet-ci  pefe^:^-^-^.  Si  on  le 
couvre,  il  pefera  ^  jc* -{- 6 ,  &  ce  poids  doi  t 
être  le  triple  de  1 2  ,  ou  du  poids  du  pre- 
mier gobelet.  On  aura  donc  l'équation-  x 
•-}-6:i=56,  ou  ^x=:^o  j  donc  ^ATzizIO  & 

Réponfe.  Le  couvercle  pefe  20  onces , 
&  le  fécond  gobelet  pefe  16  onces. 

602. 

Dix- neuvième  queflion.  Un  Banquier  a 
deux  elpeces  de  monnoie  j  il  faut  a  pièces 
de  la  première  pour  faire  un  écu  \  il  faut  b 
pièces  de  la  féconde  pour  faire  la  même 
fomme.  Quelqu'un  vient  &  demande  c 
pièces  pour  i  écu  ;  combien  le  Banquier  lui 
donnera-t-il  de  pièces  de  chaque  efpece 
pour  le  fatisfaire  ? 

Suppofons  que  le  Banquier  donne  x  pièces 
de  la  première  efpece  ;  il  eft  clair  qu'il 
donnera  c — x  pièces  de  l'autre  efpece.  Or 
les  X  pièces  de  la  première  valent  ^  écu 
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par  la  proportion  a\\z=zx\''~;  &  les  c  —  x 
pièces  de  la  féconde  efpece  valent  ^~  écu  , 
parce  qu'ona^:i=c — x:^.  Il  faut  donc 

q^^J  +  T  — ïî^^tH-^— -^^^^  ^^  ^^ 
-|-  ûc — axz=iab ,  ou  bien  ^;\f — ax^=:ab — ac  ; 

d'où  l'on  tire  x=  i^%  ou  a:  ='-^\    Par 

conféquentc-xz=^^=^-^).    ^^ 

Réponfe,  Le  Banquier  donnera  ^^^  pièces 

de  la  première  efpece ,  &  ^-^~-  pièces  de 
la  féconde  eipece. 

Remarque,  Ces  deux  nombres  fe  trouvent 
facilement  par  la  regle  de  trois ,  lorfqu'il 
s'agit  de  faire  une  application  de  nos  ré- 
fultats.  On  dira,  pour  trouver  le  premier  : 
h  —  a: h  —  c:=^a'/^f^.    Le  fécond  nombre 


bc-ab 


fe  détermine  en  faifant:^ — a:c — a^i^b:  ,     . 

p-a 

11  faut  remarquer  aufli  que  a  eft  plus 
petit  que  b  ,  &c  que  c  eft  pareillem.ent  plus 
petit  que  b,  mais  cependant  plus  grand 
que  a  ,  ainfi  que  la  nature  de  la  chofe  le 
demande. 

H  h    4 
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603. 

Vingtième  quefiion.  Un  Banquier  a  deux 
fortes  de  monnoie  :  dix  pièces  de  l'une  font 
un  écu  ,  &  il  faut  20  pièces  de  l'autre  pour 
faire  un  écu.  Or  quelqu'un  demande  à 
changer  un  écu  contre  dix-fept  pièces  de 
monnoie  \  combien  recevra-t-il  donc  de 
pièces  de  chaque  forte  ? 

Nousavonsicia^=io,^:=2o,&cz=i7; 
ce  qui  fournit  les  règles  de  trois  fuivantes  : 
I.    10: 3:=!  o  : }  ,  ainfi  3  pièces  de  la  pre- 
mière forte. 
IL  10:7=20:14,  &  14  pièces  de  la  fé- 
conde forte. 

604. 

Vingt- unième  quejlion.  Un  père  laifTe  à 
fa  mort  quelques  enfans ,  avec  un  bien  qu'ils 
partagent  de  la  manière  fuivante  : 

Le  premier  reçoit  cent  écus  &  la  dixième 
partie  du  refte. 

Le  fécond  tire  deux  cents  écus  &  la 
dixième  partie  de  ce  qui  refle. 
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Le  troîlîeme  prend  trois  cents  écus  &  la 
dixième  partie  de  ce  qui  refte. 

Le  quatrième  prend  quatre  cents  écus 
&  la  dixième  partie  de  ce  qui  refte ,  &  ainft 
de  fuite. 

Et  il  fe  trouve  à  la  fin  ,  que  le  bien  a  été 
partagé  également  entre  tous  les  enfans. 
On  demande  maintenant  de  combien  étoit 
l'héritage ,  combien  il  y  avoit  d'enfans , 
&  combien  chacun  a  reçu  ? 

Cette  queftion  eft  d'une  nature  toute  par- 
ticulière ,  &  mérite  par-là  qu'on  y  fafie 
attention.  Pour  la  réfoudre  plus  facilement , 
nous  fuppoferons  l'héritage  total  :=:{  écus  ; 
&  puifque  tous  les  enfans  tirent  une  même 
fomme,  foit  cette  portion  d'un  chacun  =.Xy 
moyennant  quoi  le  nombre  des  enfans  s'ex- 
prime par  ^.  Cela  pofé ,  voici  comment 
nous  nous  y  prendrons  pour  réfoudre  la 
queftion  propofée. 
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Ordre 

des 
Enfans. 

\ 

le  c/ 

l—x 

le  %.' 

?       2^ 

le  ,/ 

l—7,X 

le  4.^ 

1—4X 

le  Ç 

l     5^ 

le  6/ 

E  L   É  M  E  N  S 


Portion  de  chacun. 


{-lOO 


XrzziOO 


10 

-100 

o 


o 


;c:ii:=6oo 


10 


lo 


Différences. 


x-\ao 

00 ^=0 


tOO" 


loO" ^=0 


100 


^Z=0 


&ainii  de  fuite. 


Nous  avons  inféré  dans  la  dernière 
colonne  les  différences  qu'on  obtient  en 
fouftrayant  chaque  portion  de  la  fuivante. 
Or  toutes  les  portions  étant  égales,  il  faut 
que  chacune  de  ces  différences  foit  :ii=o. 
Et  comme  il  arrive  heureufement  qu'une 
même  expreffion  a  lieu  pour  toutes  ces 
différences ,  il  fuffira  d'en  égaler  une  feule  à 
zéro ,  &  on  aura  donc  l'équation  100 — '^^^ 
rz=o.  Multipliant  par  10 ,  on  a  iooo — x 
—  ioo:=::o,  ou  900 — X  =,0  j  par  confé- 
quent  ati^^joo. 
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Nous  favons  donc  déjà  que  la  part  de 
chaque  enfant  étoit  900  écus  j  ainfi  en  pre- 
nant à  préfent  à  volonté  une  des  équations 
de  la  troifieme  colonne ,  par  exemple  la 
première  ,  elle  devient ,  en  fubftituant  à  x 
fa  valeur,  9001=100-}-^^, d'où  l'on  tire 
l  fur  le  champ  j  car  on  a  90001=  iooo-[-:[ 
—  1 00 ,  ou  900o:==900-p{  ;  donc  ^=^8  1 00; 
&  par  conféquent  ^  ^=9. 

Réponfe.  Ainfi  le  nombre  des  enfans=9  ; 
l'héritage  laiffé  par  le  père  =:=  8 1 00  écus  j 
&  la  portion  de  chaque  enfant  =  900  écus. 


CHAPITRE     IV. 

De  la   réfolution  de   deux   ou  de  pluß'iurs 
Equations  du  premier  de^ré. 

605. 

X  L  arrive  fouvent  qu'on  eft  obligé  de  faire 
entrer  dans  le  calcul  deux  ou  plufieurs  de 
ces  nombres  inconnus ,  repréfentés  par  les 


^4^1  E   L    E   M   R    N   É 

lettres  x  y  y ,  ^^  &c.  &  fi  la  queftion  efî 
déterminée  ,  on  parvient  dans  ce  cas-là  à 
autant  d'équations ,  defquelles  il  s'agit  en- 
fuite  de  tirer  les  inconnues.  Comme  nous 
ne  confidérons  encore  que  les  équations  qui 
ne  contiennent  pas  des  puiflances  d'une 
inconnue  plus  élevées  que  la  première  ,  ni 
des  produits  de  deux  ou  de  plufieurs  in- 
connues ,  on  voit  que  ces  équations  auront 
toutes  la  forme  ai-\-by-\-cxzi=id^ 

606. 

Commençant  donc  par  deux  équations , 
nous  chercherons  à  en  tirer  les  valeurs  de 
xèiy  ;  &  pour  traiter  ce  cas  d'une  ma- 
nière générale  ,  foient  les  deux  équations  : 
I.  ax-^-byzzi^c  ,  &  II.  fx-\-gy:=:h  ,  o\x  a  ^ 
by  cèi  f^  g^  h  fignifient  des  nombres  con- 
nus. Il  s'agit  donc  ici  de  tirer  de  ces  deux 
équations,  les  deux  inconnues  x  &iy. 

607. 
La  voie  la  plus  naturelle  pour  y  parvenir 
fe  préfente  aifément   à  l'efprit  j  c'eft  d« 
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déterminer  par  Tune  &  l'autre  équation  la 
valeur  d'une  des  inconnues ,  par  exemple , 
Ae  X  y  &  de  confidérer  enfuite  l'égalité  de 
ces  deux  valeurs  ;  car  on  aura  une  équa- 
tion ,  dans  laquelle  l'inconnue  j)^  fe  trouvera 
feule  &  pourra  être  déterminée  par  les 
règles  que  nous  avons  données  plus  haut« 
Connoiflant  donc  alors  y ,  on  n'aura  plus 
qu'à  fubftituer  fa  valeur  dans  une  des  ^uaa- 
tités  qui  exprimoient  x. 

608. 

D'après  cette  regle ,  nous  tirons  de  la 
première  équation  :  xz='-^  y  &  de  la  fé- 
conde, x-^^y  pofant  ces  deux  valeurs 
égales  l'une  à  l'autre  ,  nous  avons  cette 
nouvelle  équation  : 
<:-h ^-gy  . 

——  f  ' 

.multipliant  par  a  y  le  produit  eft  e — b^ 

—  T'' 
multipliant  par  /,  le  produit  eft  fc — fly 
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ajoutant  agy  ,  on  a  fc  — flry  -|-  agy  zz=  ak  ; 

ibuftrayant/c ,  il  refte — fly-^agy—ah-^fc  ; 

ou  bien  (  ag —  hf)y=  ah  — fc  ; 
divifant   enfin  par  ag — hf^  nous  avons 

ah-fc 

Pour  fubftituer  donc  à  préfent  cette  va- 
leur de  y  dans  une  des  deux  valeurs  que 
nous  avons  trouvées  pour  ;c,  comme  dans 
la  première  .rzz^"-—^,  nous  aurons  d'abord 
_^y— _f^//de  là  c—by=c—^^';i 

J  ag-bf    '  J  ag-bf 

ou  c—h  —  '''-''^-f''^''^='-fl:^,^  i  &  di- 

^  ag-bf  ag-bf 

yifantpara,:..^î^  =  ^^). 

609. 

Premiere  qiießlon.  Pour  éclaircir  cette 
méthode  par  des  exemples,  foit  propofé 
de  trouver  deux  nombres ,  dont  la  fomme 
foit=  15,  &  la  différence  =7^ 

Nommons  x  le  nombre  qui  eft  le  plus 
grand,  &  jle  plus  petit.  Nous  aurons 
\.)x^y—i  j ,  &  \\.)x—y  —  7. 
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La  preQiiere  équation  donne  x^=i  ^~y  , 
Se  la  féconde  donne  x=zj-^y  ;  de  là  ré- 
fuite  la  nouvelle  équation  \^—yz=rj'^y^ 
Ainfi  i5=7-fiyy  zy—%,  &jk=4;  au 
moyen  de  quoi  on  trouve  atzizii. 

Réponfe,  Le  plus  petit  nombre  eft  4 ,  &: 
le  plus  grand  eft  1 1. 

610. 

Seconde  queflion.  On  peut  auffi  généra- 
lifer  la  queftion  précédente ,  en  cherchant 
deux  nombres ,  dont  la  fomme  foit  =:a  , 
&  la  différence =i^. 

Soit  le  plus  grand  des  deux  z=ix  ^  &  le 
plus  petit  =y. 

On  aura  L  )  Ar-f-jzzza ,  &  IL  )  x—y~b  ; 
la  première  équation  donne       x:=^a-^  ; 

la  féconde —   x-=,b-\-y. 

Donc  a—yz=h-^y;  a=lj-^iy;  iy=a — l^; 
enfiny:=~^  &  par  conféquent  x=a—y 


2         2 


Réponfe,  Le  plus  grand  nombre  ,  où  x 
€ft  =  ^j  &  le  plus  petit,  où  j  eft  =  f::!  ^ 
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OU ,  ce  qui  revient  au  même  ^  x:=.\ a-\-\ b^ 
^y  —  La—\b;  &de  là  refaite  le  théo- 
rème fuivant  :  Quand  la  fomme  de  deux 
nombres  quelconques  eft  a ,  &  que  la  dif- 
férence de  ces  deux  nombres  eft  /^ ,  le  plus 
grand  des  deux  nombres  eft  égal  à  la  moitié 
de  la  fomme  plus  la  moitié  de  la  diffé- 
rence \  &  le  plus  petit  des  deux  nombres 
eft  égal  à  la  fomme  moins  la  moitié  de  la 
différence. 

611. 

On  peut  auffi  réfoudre  la  même  quef- 
tîon  de  la  manière  qui  fuit  : 

Puifque  les  deux  équations  font ,  xA^y 
=  a,  &  X — y  =  b. 

Si  on  les  ajoute  l'une  avec  l'autre  ,  on  a 

ixzzzza-^b. 

Donc  xz=:^. 

Enfuite,  fouftrayant  les  mêmes  équations 
l'une  de  l'autre  ,on  a  iy=a—h  donc 


a-h 


(iti 
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Troißeme  quefiion.  Un  mulet  &  un  âne 
ponent  des  charges  de  quelques  quintaux. 
L'âne  fe  plaint  de  la  fienne  &  dit  au  mulet  : 
11  ne  me  manque  que  de  porter  encore  un 
quintal  de  ta  charge ,  pour  être  plus  chargé 
que  toi  du  double.  Le  mulet  répond  :  Oui , 
mais  fi  tu  me  donnois  un  quintal  de  la 
tienne ,  je  ferois  trois  fois  plus  chargé  que 
toi.  On  demande  combien  de  quintaux  ils 
portoient  chacun  ? 

Suppofons  la  charge  du  mulet  de  x  quin- 
taux, &  celle  de  l'âne  de  j  quintaux.  Si  le 
mulet  donne  à  l'âne  un  quintal ,  celui-ci 
aura  j  4"  ^5  ^  ^^  reftera  à  l'autre  x  —  i; 
&  puifque  dans  ce  cas  l'âne  eft  deux  fois 
plus  chargé  que  le  mulet ,  omy-^izzzzix 
—  2. 

Mais  fi  l'âne  donne  un  quintal  au  mulet , 
celui-ci  a  ;c-|-i,  &  l'âne  garde  j  —  i;  & 
la  charge  du  premier  étant  maintenant  triple 
de  celle  du  fécond,  on  ax-^-i^z^y — 3. 
Tome  L  I  i 
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Nos  deux  équations  feront  par  confé- 
quent 

La  première  donne  x:=^-^  ,  &  la  fe- 
conde  donne  x=}j — 4  5  de  là  réfulte  la 
nouvelle  équation  ^=3^ — 4,  qui  donne 
j)^=ü,  &  au  moyen  de  quoi  on  détermine 
auffi  la  valeur  de  jc  ,  qui  devient  z=  2  ^. 

Rèponfe.  Le  mulet  portoit  2  ^  quintaux  , 
&  l'âne  portoit  2  -  quintaux. 

613- 

Lotfqu'on  a  trois  nombres  inconnus ,  & 
autant  d'équations ,  comme ,  par  exemple , 

Jç-^ — a::=:Io,  on  commencera,  comme 
auparavant ,  par  tirer  de  chacune  la  valeur 
de  AT ,  &  on  aura  par  la  I.^  )  xii=8-j-{— j  > 
par  la  11.^  )  xz=:z(^-\-y — ^ ,  &  par  la  III.^  )  x 

Comparant  maintenant  la  première  de 
ces  valeurs  avec  la  féconde ,  &  après  cela 
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auffi  avec  la  troiiieme ,  on  aura  les  équa- 
tions fuivantes  : 

I.)8+r-yzz.94-y--,II.)   8+^-j=y 
4-.7-IO.  ^ 

Or  la  première  donne  2{ — ■27=1,  & 
la  féconde  donne  2jz=i8,  ouj^zi^ç;  fi 
donc  on  fubftitue  cette  valeur  de  y  dans 
2{ — ijy^=^i  ?  on  a  z-^ — \%:=^\  ,&2{^=i9, 
ainfi  ;^z^9. -;  il  ne  refte  donc  que  x  à  dé- 
terminer 5  &  on  le  trouve  facilement  =8  \. 

Il  eft  arrivé  ici  par  hafard  que  la  lettre 
j  s'efl:  éliminée  dans  la  dernière  équation  , 
&  qu'on  a  trouvé  la  valeur  dejx  immédia- 
tement. Si  ce  cas  n'avoit  pas  eu  lieu  ,  on 
auroit  eu  deux  équations  entre  {  &  j  ,  qu'il 
auroit  fallu  réfoudre  par  la  regle  précé- 
dente. 

614. 

Qu'on  ait  trouvé  les  trois  équations  fui- 
vantes : 

li    1 
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Si  on  tire  de  chacune  la  valeur  de  :r  ^ 
on  a 

III.)^=3y-f  5^—62. 

Comparant  à  préfent  ces  trois  valeurs 
entr  elles ,  &  d'abord  la  trolfieme  avec  la 
première,  on  ci3j>'-j-5{ — 62  =  ^-^^^^^^^^  j 
multipliant  par  5,  g7  4"M{ — 186  =  25 
— 5:K+4{;  ainfi  97+1  jç=2 1 1—5^+4^^, 
&  i4y-[-i  i^^=:2i  I  par  la  première  &  la 
troifieme.  Comparant  auffi  la  troifieme  avec 
la  féconde,  on  a  3jy-|- 5:^  —  62 iz=^îl±^:?^^ , 
ou  46+2jy/— 3^=15^4-25^— 310,  ce 
qui  fe  réduit  à  356=:i3j/-|-28:j;. 

On  tirera  maintenant  de  ces  deux  nou- 
velles équations  la  valeur  de  y  : 

1I.)3  î  6=1 3jK+28^  y  donc  1 3/=3  5  6-28{ , 

Ces  deux  valeurs  forment  la  nouvelle 
équauon  ^ii^=;3^,  laquelle  fe  change 
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en  celle-ci,  2743— M}{=4984— 39i{> 
qui  fe  réduit  à  249^=2241  ,  &  d'où  Ton 
tire  {=9. 

Cette  valeur  étant  fubftittiée  dans  une 
des  deux  équations  de  ^  &  r,  on,  trouve 
j  =  9 ,  &  enfin  une  fubftitution  femblable 
dans  une  des  trois  valeurs  de  a:  ,  donnera 
x—j. 

615. 

Si  on  avoir  plus  de  trois  inconnues  à  déter* 
miner  ,  &  autant  d'équations  à  réfoudre  , 
on  pourroit  s'y  prendre  de  la  même  ma- 
nière ;  mais  on  fe  trouveroit  engagé  le  plus 
fouvent  dans  des  calculs  fort  prolixes* 

îl  eft  donc  à  propos  de  remarquer  que 
dans  chaque  cas  particulier  on  ne  manque 
guère  de  rencontrer  des  moyens  qui  en  faci- 
litent beaucoup  la  réfoîution.  Cts  moyens 
font  d'introduire  dans  le  calcul ,  à  côté  des. 
inconnues  principales ,  une  nouvelle  incon- 
nue arbitraire ,  telle  qu'eft ,  par  ex.  la  fomme: 
de  toutes  les  autres ,  &  quand  on  cft  un 

H  3 
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peu  vèrfé  dans  ces  fortes  de  calculs ,  on 
juge  affez  facilement  ce  qu'il  eft  le  plus 
convenable  de  faire  (*).  Nous  allons  rap- 
porter quelques  exemples  qui  peuvent  gui- 
der dans  l'application  de  cette  méthode. 

6i6. 

Quatrième  queßion.  Trois  perfonnes 
jouent  enfemble  ;  dans  la  première  partie 
le  premier  Joueur  perd  avec  chacun  des 
deux  autres  autant  que  chacun  d'eux  avoit 
d'argent  fur  lui.  Dans  la  féconde  partie  , 
c'eft  au  fécond  Joueur  que  les  deux  autres 
gagnent  autant  chacun  qu'ils  ont  déjà  d'ar- 
gent. Dans  la  troifieme  partie  enfin ,  le 
premier  &  le  fécond  Joueur  gagnent  au 
troifieme  autant  d'argent  chacun ,  qu'ils  en 
avoient.  Ils  cefTent  alors  de  jouer  ,  &  il  fe 

(*)  M.  Cramer  a  donné  à  la  rin  de  Ton  Introdufcion  à 
Vanalyfe  des  lignes  courbes  ,  une  très-belle  regle  pour  dé- 
terminer immédiatement ,  &  fans  pafler  par  les  opérations 
ordinaires  ,  la  valeur  des  inconnues  de  ces  fortes  d'équa- 
tions ,  en  quelque  nombre  que  foient  ces  inconnues. 
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trouve  ^qu'ils  ont  tous  une  fomme  égale, 
favoir  vingt-quatre  louis  chacun.  On  de- 
mande avec  combien  d'argent  chacun  s'eft 
mis  au  jeu  ? 

Suppofons  que  l'enjeu  du  premier  Joueur 
ait  été  de  x  louis ,  celui  du  fécond  ,  y ,  & 
celui  du  troifieme ,  {.  Et  faifons  outre  cela 
la  fomme  de  tous  les  enjeux ,  ou  ^-hy-(-{ 
:=^/  Or  le  premier  Joueur  perdant  dans 
la  première  partie  autant  d'argent  qu'en 
ont  les  deux  autres ,  il  perd  f—x  ;  (  car 
lui-même  ayant  eu  x  ^  les  deux  autres  au- 
ront euy^ — x)  ;  donc  il  lui  reilera  ix — f; 
le  fécond  aura  ijy  ,  &  le  troifieme  aura  2{. 

Voici  donc  ce  que  chacun  aura  après 
la  première  partie  :  le  I.  )  ix — J  ^  le  IL)  ly  , 

leIIl.)H- 

Dans  la  féconde  partie ,  le  fécond  Joueur 

qui  a  maintenant  zy ,  perd  autant  d'argent 
qu'en  ont  les  deux  autres ,  c'eft-à-d./ —  ly  ; 
il  lui  refte  par  conféquent  ^y — /.  Quant 
aux  autres,  ils  auront  le  double  chacun  de. 
ce  qu'ils  avoient  j  ainfi   après  la  féconde 

li   4 
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partie  les  trois  Joueurs  ont ,  le  I.)  4x — if, 
le  II.  )  4y-f,  le  III.  )  4^. 

Dans  la  troifieme  partie  ,  c'eft  le  troî- 
fîeme  Joueur  ,  lequel  a  aftuellement  4:^ , 
qui  eft  le  perdant  ;  il  perd  avec  le  premier 
4x — ify  &  avec  le  fécond  4y — ■/;  par 
conféquent  après  cette  partie  nos  trois 
Joueurs  auront  : 
le  I.)  'èx—^f,  le  IL  )  8j— 2/,  le  III.)  8^—/. 

Or  chacun  ayant  maintenant  24  louis  , 
nous  avons  trois  équations  ,  telles  que  la 
première  donne  fur  le  champ  .r  _,  la  féconde 
j/^  &  la  troifieme  {y  de  plus/eft  connu 
&  =  7 2  ,  puifque  les  trois  Joueurs  enfemble 
ont  72  louis  à  la  fin  de  la  dernière  partie  ; 
mais  c'eft  à  quoi  il  n'eft  pas  même  néceflaire 
de  faire  attention  d'abord ,  comme  on  va 
le  voir.  Nous  avons 
L)8;r  —  4/1=24,  ou  Sx  =  2.4-^4f,  ou  x 

II.)  Sj—xf—2.4,  ou  8j=î4+i/;  ou_yz=3 
m.)  8^-/=24,  ou  8{=i4+/,  ou  {=3+1-/ 
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Ajoucant  ces  trois  valeurs ,  on  a 

Ainfi,  puifque  ;c-{-y-|~rz=i/,  on  a/:^9 

4-1/,- donc L/=9,&/=72. 

Si  on  fubftitue  à  préfent  cette  valeur  de 
y  dans  les  expreffions  trouvées  pour  x  >  y 
&  {  ,  on  trouvera  qu'avant  que  de  fe  mettre 
au  jeu  ,  lé  premier  Joueur  avoit  39  louis  ; 
le  fécond,  21  louis;  &  le  troifieme  ,  12 
louis. 

On  voit  par  cette  folution  comment , 
par  le  fecours  de  la  ibmme  des  trois  in- 
connues ,  on  furmonte  heureufement  les 
obftacles  qui  fe  préfentent  dans  la  voie 
ordinaire. 

617.       . 

Quoique  la  queftion  précédente  paroiiTe 
d'abord  affez  difficile ,  nous  remarquerons 
cependant  qu'on  peut  la  réfoudre ,  même 
fans  algèbre.  On  n'a  qu'à  chercher  à  le 
faire  en  rétrogradant.  On  confi.dérera  que 
puifque  les  Joueurs ,  en  quittant  le  jeu , 
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avoient  chacun  24  louis  ,  &  que  dans  la 
troifieme  partie  ,  le  premier  &  le  fécond 
ont  doublé  leur  argent ,  ils  doivent  avoir 
eu  avant  cette  dernière  partie  : 

Iel.)i2,  IeIL)i2,&IeIIL)  48.  . 

Dans  la  féconde  partie  ce  font  le  pre- 
mier &  le  troifieme  qui  ont  doublé  leur 
argent  ;  donc  avant  cette  partie  ils  avoient  : 
lel.)6,lell.)42,lelll0  24. 

Enfin ,  dans  la  première  partie ,  le  fécond 
&  le  troifieme  Joueur  ont  gagné  chacun 
autant  d'argent  qu'il  en  avoit  forti  ;  donc 
en  commençant  les  trois  Joueurs  avoient 
devant  eux  : 

i.)39,  II.)  21,  m.)  12. 

Ce  que  nous  avons  auffi  trouvé  par  la 
folution  précédente. 

618. 

Cinquième  queßion.  Deux  perfonnes  doi- 
vent 29  piiLoles^  elles  ont  de  l'argent  toutes 
les  deux  ,  mais  pas  autant  chacune  pour 
pouvoir  acquitter  feule  cette  dette  com- 
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mune  ;  le  premier  Débiteur  dit  donc  au 
fécond  :  Si  vous  me  donnez  les  \  de  votre 
argent ,  je  payerai  ièul  la  dette  fur  le 
champ.  Le  fécond  lui  réplique  qu'il  pourroit 
auffi  acquitter  feul  la  dette,  fi  Tautre  lui 
donnoit  les  -  de  fon  argent.  On  demande 
combien  ils  ont  Fun  &  l'autre  ? 

Suppofons  que  le  premier  ait  x  piftoles , 
&  que  le  fécond .  ait  jk  piftoles. 

Nous  aurons  d'abord  x-j-jjzn:  29  ; 
Enfuite  auffi  ,  y-\-  ^  xzziz  29. 

La  première   équation    donne    x=zzi(^ 

—  -  y  ,  &  la  féconde  donne  x  =  — -^  : 

ainfi  29  —  -y=z:ü^.   On  tire  de   cette 
^       3  *^  3 

équation  jy  zii=  1 4  i  ^  donc  ;c  =  1 9  -. 

Réponfe.    Le  premier  Débiteur  a   1 9  i 
piftoles  ,  &  le  fécond  a  i4^pifl:oles. 

619. 

Sixième  queßion.  Trois  frères  ont  acheté 
une  vigne  pour  cent  louis.    Le  cadet  dit 
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qu'il  pourroit  la  payer  feul ,  fi  le  fécond 
lui  donnoit  la  moitié  de  l'argent  qu'il  a  ; 
le  fécond  dit  que  fi  l'aîné  lui  donnoit  le 
tiers  feulement  de  fon  argent ,  il  payeroit 
la  vigne  feul  ;  enfin  Faîne  ne  demande  que 
le  quart  de  l'argent  du  cadet ,  pour  payer 
feul  la  vigne.  Combien  chacun  avoit-il 
d'argent  ?  Que  le  premier  ait  eu  x  louis  ; 
le  fécond  ,  y  louis  ;  le  troifieme  ,  {  louis  y 
on  aura  les  trois  équations  fuivantes  : 
I.):^^.7.y  — loo.  lI.).y  +  j{=»oo.in.){ 
4-i;^z=:ioo;  deux  defquelles  feulement 
donnent  la  valeur  de  x  ,  favoir  L)  ^  =  ioo 
—  \yy  m.)  x  =  400  — 4Î-  Ainfi  on  a 
l'équation  : 

100—^7=400— 4{,  ou  4{— rJ— )^°' 
qu'il  faudra  combiner  avec  la  féconde  , 
afin  de  déterminer  j  &  {.  Or  la  féconde 
équation  étoitj+j{:=  100  j  on  en  tire 
donc  jy  z^  1 00  —  -  { ;  &  l'équation  trouvée 
en  dernier  lieu  étant  4{  —  iy:=300,  on 
a  j=:8{ — 600,  Par  conféquent  la  dernière 
équation  eft  : 
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00 — V7:z=:8{ — 600  ;  ainfî  8  j  {  =  700 , 
:jz=7oo ,  &  {=84,  Donc  y=ziQo 


ou 


^5 


—  28  =  72,  &;c:i=64. 

Réponfe,  Le  cadet  avoit  64  louis ,  le 
puîné  avoit  72  louis,  &  l'aîné  avoir  84 
louis. 

620. 

Comme  dans  cet  exemple  chaque  équa- 
tion ne  renferme  que  deux  inconnues  ,  on 
peut  parvenir  d'une  façon  plus  commode 
â  la  folution  cherchée. 

La  première  équation  donne  j^  =  20o 

—  IX  ;  ainfi  y  eft  déterminé  en  x  ^  &  fi 
on  fubftitue  cette  valeur  dans  la  féconde 
équation,  on  a  200  —  2a:-J-  ^;j  =  ioo  j 
donc  -:^^=iix —  100  ,  &  {=6x  —  300. 

Ainfi  i  eft  auffi  déterminé  en  ;r  ;  &  fi 
on  introduit  cette  valeur  dans  la  troifiem.e 
équation,  on  obtient 6 AT — 300-j--x:=ioo, 
où  X  fe  trouve  feul  &  qu'on  réduit  à  2  ^  .r 
— 1600=0,  d'où  l'on  tire  x=z64.  Par 
conféquent  j=200 —  1 28=7  2 ,  &{=3  84 

—  300=84. 
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621. 

On  peut  fuivre  le  même  procédé ,  lorf^ 
qu'on  a  un  plus  grand  nombre  d  équations. 
Suppofons  5  par  exemple  ,  qu'on  ait  d'une 
manière  générale:  \.)u-\-'^:=:n^\\.)x-\-~ 

en  chaflant  les  fraftions  :  L  )  au '\- x  ::=:!  an  ^ 
IL)  bx  -\-y  zizzbn  y  111.)  cy -\- i::^  en  , 
IV.)   drA-u^dn. 

Ici  la  première  équation  donne  d'abord 
xi=:^an — au  y  &  cette  valeur  étant  fubfti- 
tuée  dans  la  féconde,  on  a  ahn — abu-^-y 
x=zbn;  ainfi  jy^i:::^;z — ahnA^ahu ^  la  fubfti- 
tution  de  cette  valeur  dans  la  troifieme 
équation  donne  bon — abcn-^abcu-^-^zzzcn  ; 
donc  ^■=-cn — bai-\-abcn — abcu;  fubftituant 
enfin  ceci  dans  la  quatrième  équation  ,  on  a 
cdn — bcdn  -]-  abcdn  — abcdu  -\-  w^^dn.  Ainfi 
dn  —  cdn  -j-  bcdn  —  abcdn  z^z —  abcdu  A^u  ^ 
ou  bien  (  abcd —  1  )  uzzz^ abcdn  —  bcdn -\- cdn 
— an  :  d  ou  1  on  tire  ii-=z r—. znnn 

^  abcd-i 

(  ahcd~hcd-hcd~d  ) 
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Par  cçnféquent  on  aura 

-y- Ahcdn-acdn-^aàn-an  (  abcd-acd^ad-a  ) 

^    •  ; ^— ^-^— —  n^Z  72       ^  ^ 

abcd-î  •  abcd-i  • 

^                        abcdTi  ^  •  abcd-i  • 
abcdn-abcn-^bcn^cn  (cbcd-abc-^bc-c) 

1  abJd~i        —  ^ 7bä:ri       • 

^  .  ahcdn-bcdn+cdn-dn  ^  (abcd-hcd->-cd-d) 

abld^l  ^  '  7hd^i  • 

622. 

Septième  quefllon.  Un  Capitaine  a  trois 
compagnies  :  l'une  eft  de  Suiffes ,  l'autre 
eft  de  Suabes  ,  la  troifieme  eft  de  Saxons. 
11  veut  donner  un  affaut  avec  une  partie 
de  ces  troupes ,  &  il  promet  une  récom- 
penfè  de  90 1  écus  fur  le  pied  fuivant  ; 

Que  chaque  Soldat  de  la  compagnie 
qui  montera  à  l'affaut ,  recevra  i  écu  ,  & 
que  le  refte  de  l'argent  fera  diftribué  éga- 
lement aux  deux  autres  compagnies. 

Or  il  fe  trouve  que  fi  les  Suifles  donnent 
l'affaut  ,  chaque  Soldat  des  autres  com- 
pagnies reçoit  un  demi-écu  ^  que  fi  les  Sua- 
bes vont  à  l'affaut ,  chacun  des  autres  reçoit 
^écuj  enfin,   que  fi  les  Saxons  donnent 
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1  affaut  ,  chacun  des  autres  reçoit  -  éca* 
On  demande  de  combien  d'hommes  étoit 
chaque  compagnie. 

Suppofons  le  nombre  des  Suiffes  :=.x  ^ 
celui  des  Suabes  :=zy ,  &  celui  des  Saxons 
=;[.  Etfaifons  de  ^his  x-\-y-\-^z=:=f  y  parce 
qu'il  eft  facile  de  voir  que  c'eft  le  moyen 
d'abréger  confidérablement  le  calcul.  Si 
donc  les  Suiffes  donnent  l'affaut ,  leur  nom- 
bre étant  =  :v:^  celui  des  autres  fera/ — x  ; 
or  ceux-là  reçoivent  i  écu ,  &  ceux-ci  un 
demi-écu  ;  ainfi  on  aura 

x^-\f-lx=^oi. 
On  trouvera  de  la  même  manière  que 
fi  les  Suabes  donnent  l'affaut ,  on  a 

J+j/— 7^  =  901- 
Et  enfin  que  ,  fi  ce  font  les  Saxons  qui 
montent  à  l'affaut ,  on  aura 

Chacune  de  ces  trois  équations  fufKra 
pour   déterminer  une   des- inconnues  x, 

car 


i 
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car  la  ^première  donne     jc=i8o2 — f^^ 
la  -féconde  donne     2^=2703 — f^ 
la  troiiîeme  donne   3:^=3604  —  f. 
Or  fi  l'on  prend  maintenant  les  valeurs 
de  6x  y  6y  Se  61 ,  &c  qu'on  écrive   ces 
valeurs  l'une  fous  l'autre  ,  on  aura 
éA-=io8i2 —  6/ y 
6y=  8109—  3/, 

6{=  7^0^—  ^/^      .  .-    .. 
^ «,^ 

&  ajoutant  :  6/1=26129  —  11/,  611-^7/ 

=  261 29  ;  ainfi/=i  5  3'2  ;  e'eft  le  nombre 

total  d^s  Soldats,  au  moyen  duquel  on 

trouve  >  .  Oi.   •>'   «•  :..i^i 

X  =  l802 I537==*:-2ë'5  ;       •      'fUlOjfnl 

23^=2705— *t  5  37=1 166  ,  ou;y=r583  ;- 

3^:1=3604 1  5  37=2067  /'<5U  {=:::689. 

Réponfe.  La  compagnie  des  Suiffes  eft 
de  265  hommes;  celle  des  Suabes,  de .585 
hommes  j  &  celle  des  Saxons,  de'  689 
hommes.  '  "     '"^'^  ''^' 


(»fîT*»-» 
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CHAPITRE     V, 

De  la  rèfolution  des   Equations  puKS  da 
fécond  degré. 

623. 

\J  N  dit  qu  une  équation  eft  du  fécond 
degré ,  quand  elle  renferme  le  quarre  ou 
la  féconde  puiffance  de  l'inconnue ,  fans 
qu'on  y  trouve  des  puiflances  plus  élevées 
de  cette  inconnue.  Une  équation  qui  ren- 
fermeroit  auffi  la  troifieme  puiffance  de 
l'inconnue ,  appartiendroit  déjà  aux  équa- 
tions cubiques ,  &  fa  rèfolution  demande- 
roit  des  règles  particulières. 

624. 

Il  n'y  a  donc  que  trois  efpeces  de  termes 
dans  une  équation  du  fécond  degré.  En 
premier  lieu  les  termes  oit  l'inconnue  ne 
fe  trouve  pas  du  tout ,  ou  qui  ne  font 
compofés  que  de  nombres  connus. 


] 


n    A   L    O    E    B    R   E.  5I> 

•  En  fécond  lieu  ,  les  termes  dans  lefquels 
on  rencontre  feulement  la  première  puif- 
fance  de  la  quantité  inconnue. 

En  troifieme  lieu  ,  les  termes  qui  con- 
tiennent le  quarre  de  la  quantité  inconnue, 

Ainfi  X  fignifiant  une  quantité  inconnue , 
&  les  lettres  a,  h ,  c  ^d  ^  &c.  repréfentant 
des  nombres  connus ,  les  termes  de  la  pre- 
mière efpece  feront  de  la  forme  a ,  les 
termes  de  la  féconde  efpece  auront  la  forme 
kx ,  &  les  termes  de  la  troifieme  efpece 
auront  la  forme  cxx. 

625. 

On  a  déjà  vu  fuffifamment  que  deux  ou 
plufieurs  termes  d'une  même  efpece  peu- 
vent fe  réunir  enfemble,  &  être  confidérés 
comme  un  feul  terme. 

Par  exemple ,  on  peut  confidérer  comme 
un  feul  terme  la  formule  axx — bxx-^c  xx, 
en  la  repréfentant  par  {a — b'\'c)xx; 
puifqu'en  effet  a— .^-j-c  eft  une  quantité 
connue. 

.      Kk  2 
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Et  quand  même  de  tels  termes  fe  trou- 
veroient  des  deux  côtés  du  figne  := ,  on 
a  vu  comment  on  doit  les  porter  d'un  mêm.e 
coté ,  &  les  réduire  eniuite  à  un  feul  terme. 
Soit ,  par  exemple  ,  l'équation 

on  fouftrait  d'abord  ixx  y  &  il  vient 

—'^x-^^zziz'^xx—Sx-^-i  I  ; 
ajoutant  enfuite  ^x  ,  on  obtient 

fouftrayant  enfin  1 1^  il  refte  ^xx='^x — 7^ 

626. 

On  peut  auffî  traûfporter  tous  les  termes 
d'un  même  côté  du  figne  := ,  de  façon  qu'il 
ne  refle  que  o  dans^  l'autre  membre  y  le 
principal  eft  de  faire  attention  que  quand 
on  tranfporte  des  termes  d'un  côté  à  l'autre, 
il  faut  en  changer  les  fignes.       r 

C'eft  ainli  que  l'équation  ci-deflus  pren- 
dra cette  forme  5  }xx — '^x-\-yz=zo  ^  & 
c'efl:  auffi  pourquoi  on  peut  repréfenter 
toute  équation  du  fécond  degré  généra* 
lemem  p^r  cette  formule  , 
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dans  laquelle  le  ligne  +  fe  prononce  plus 
ou  moins ,  &  indique  que  de  tels  termes 
peuvent  être  tantôt  polnits  6<:  tantôt 
îiégatitk 

627. 

Quelle  forme  qu^'ait  primitivement  une 
équation  du  fécond  degré  ,  on  peut  toujours 
la  réduire  à  cette  formule  de  trois  termes  : 
qu'on  foit  parvenu  ,  par  exemple  j  à 
l'équation 

ax-r-h ex  ->-  f 

cx~d  ^x^h^ 

il  faudra ,  avant  toute  chofè  ,  chaffer  les 
fraftions  :  multipliant  pour  cet  effet  d'abord 

d,  on  a  ax-\-b—. t^TîT^  -> 

eniuite  par  gx-^-h  ,  on  a 
agxx-\-hgx-^ahx'\-bh—cexX'^cfx-\-edx-\-fdy 
ce  qui  eft  une  équation  du  fécond  degré  , 
&  qu'on  réduit  aux  trois  termes  fuivans, 
que  nous  tranfpoferons  en  les  rangeant  de 
la  manière  qui  eft  le  plus  en  uiage  : 

Kk  3 
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0^=agxX'\-bgx-iç-hh  , 
---"Cexx-^ahx — fd, 
—  cfx, 
-T-edx. 
On  peut  repréfenter  auflî  cette  équation 
de  la  manière  fuivante  ,  qui  eft  même  plus 
claire  : 
0=:{ag—ce)xx-\'{bg-^ah—cf—ed)X'\'bh—fd. 

628. 

Ces  équations  du  fécond  degré ,  où  toutes 
les  trois  efpeces  de  termes  fe  trouvent ,  fe 
nomment  complètes,  &  leur  réfolution  eft 
auflî  fujette  à  plus  de  difficultés  j  c'eft  pour- 
quoi nous  commencerons  par  confidérer 
celles  où  un  de  ces  termes  manque. 

Or  fi  c'étoit  le  terme  xx  qui  ne  fe  trou- 
vât pas  dans  Téquation  ,  elle  ne  feroit  pas 
du  fécond  degré ,  mais  elle  appartien- 
droit  à  celles  dont  nous  avons  traité  ;  que 
fî  c'étoit  le  terme  qui  ne  contient  que  des 
nombres  connus ,  qui  manquât ,  l'équation 
auroit  cette  forme,  axx  +  b  x;=o,  laquelle 
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étant  dîvifible  par  x ,  fe  réduit  kax  +  l?=o  ^_ 
qui  eft  pareillement  une  équation  du  pre- 
mier degré  ^  &  n'appartient  pas  ici^ 

629. 

Mais  lorfque  c'eft  le  terme  moyen  ^. 
lequel  contient  la  première  puiflance  de  x  ,. 
qui  manque  ,  Tëquation  revêt  cette  forme , 
axx+c=:OyOn  axx=z^c ^  le  ligne  de  c 
pouvant  être  foit  pofitif ,  foit  négatif- 

Nous  appellerons  une  telle  équation,  une 
équation  du  fécond  degré  pure  ,  par  la 
raifon  que  fa  réfolution  ne  foufFre  aucune 
difficulté.  En  effet,  on  n'a  qu'à  divifer  par  a  , 
on  obtient  xx  =  ^  j  &  prenant  de  part  & 
d'autre  la  racine  quarrée  ,  on  trouve  x 
=v^j  y  au  moyen  aß  quoi  Téquation  eil 
réfolue. 

630. 

Mais  nous  avons  à  préfent  trois  cas  à 
confidérer  ici.  Le  premier  ,  quand  ^  eft  un. 
jiombre  quarre  ^  dont  on  puiffe  par  confd- 

Kk  4 
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quent  aflîgner  réellement  la  racine,  on 
obtient  dans  ce  cas  pour  la  valeur  de  x  un 
nombre  rationnel  ^  lequel  peut  être  ou 
entier  ou  rompu:  Par  exemple  ,  l'équation 
xx:=^i^^  ,  donne  x=.i  i  j  &  celle-ci,  xx 
^==^,  donne  x=:^. 

Le  fécond  cas  a  lieu,  quand ^  n'eft pas 
un  quarre ,  dans  lequel  cas  par  conféquent 
il  faut  fe  contenter  du  figne  y.  Si,  par 
exemple ,  xx=:ii  ^  om  x^:=z  yi  i ,  dont 
la  valeur  peut  fe  déterminer  par  approxi- 
mation ,  comme  nous  l'avohs  fait  voir 
plus  haut. 

Le  troifieme  cas  enfin  eft  celui  oùj  de- 
vient un  nombre  négatif  ;  alors  la  valeur 
de  ^  eft  tout-à-fait  impoffibie&  imaginaire, 
8r  ce  réfultat  prouve  que  la  queftion  qui 
a  conduit  à  une  telle  équation  ,  eft  im- 
poffible  d'elle-mêmei 

63Î. 

Nous  obferverons  encore  ,  avant  que 
d'aller  plus  loin,  que  toutes  les  fois  qu'il 
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efl:  queflion  d'extraire  la  racine  quarrée 
d'un  nombre  ,  cette  racine  a  toujours  deux 
valeurs ,  dont  l'une  efl:  politive  &  l'autre 
négative.  Nous  avons  déjà  fait  remarquer 
cela  plus  haut.  Qu'on  ait  Téquation  xx^^^ , 
la  valeur  de  x  ne  fera  pas  feulement  -|-  7  > 
mais  auffi  —7  ,  ce  qu'on  indique  par  x^-{j. 
Ainfi  toutes  ces  queftions  admettent  une 
folution  double  ;  mais  on  remarquera  ce- 
pendant que  dans  plufieurs  cas ,  dans  ceux , 
par  exemple,  où  il  s'agit  d'un  certain  nombre 
d'hommes ,  Ton  comprend  bien  que  la  valeur 
négative  ne  fauroit  avoir  lieu. 

Ö32. 

Dans  le  cas  précédent  même  ,  où  c'eft 
a  quantité  connue  qui  manque ,  les  équa- 
tions ,  axx=.bx  y  ne  laiiTent  pas  d'admettre 
deux  valeurs  de  x  ,  quoiqu'on  n'en  trouve 
qu'une  feule ,  fi  l'on  divife  par  x.  Car  fi  l'on 
a,  par  exemple  ,  l'équation  xx^=.^x  ^  où 
il  s'agit  d'affigner  pour  x  une  valeur  telle  , 
que  XX  devienne  égal  à  3.V5  cela  fe  fait 
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en  fuppofant  Jf=5  ,  valeur  qu'on  trouve 
en  divifant  l'équation  par  x  ;  mais  outre 
cette  valeur  il  en  eft  encore  une  autre  qui 
fatisfait  également ,  c'eft  Ar=o;  car  alors 
xx^zQ  ^  &  3x1=0.  Toutes  les  équations 
du  fécond  degré  en  général  admettent  deux 
réfolutions  ,  tandis  qu'une  feule  folution» 
peut  avoir  lieu  pour  les  équations  du  pre- 
mier degré. 

Nous  allons  maintenant  éclaircir  par 
quelques  exemples  ce  que  nous  avons  dit 
fur  les  équations  du  fécond  degré  pures, 

633. 

Premiere  queßion.  On  cherche  un  nom^ 
bre  dont  la  moitié  ,  multipliée  par  le  tiers  ^ 
falTe  24? 

Soit  ce  nombre  =  AT:  il  faut  que  \xy 
multiplié  par  ~  x  y  donne  24^  on  aura  donc 
l'équation  \  xx=i4. 

Multipliant  par  6  ,  on  a  ;\;:\;:=  144  ;  & 
l'extraftion  de  la  racine  donne  xz=i+iu 
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on  met  +  ;  car  fi  ;c  =  -|-  1 2  ,  on  a  ^  xz=z6y 
&  -ATnr  4  ,  &  le  produit  de  ces  deux  nom- 
bres efl:  24;  &  {\x:=z  — 12  ,  on  a  ~x=. — 6, 
&-XZ11: — 4,  dont  le  produit  ell  éga- 
lement 24. 

634. 

Seconde  queßion.  On  cherche  un  nom- 
bre tel ,  qu'en  y  ajoutant  5  ,  &  en  en  re- 
tranchant 5  ,  le  produit  de  la  fomme  par 
la  différence  foit  =  96. 

Soit  ce  nombre  x ,  il  faudra  que  x-\-^ , 
muhiplié  par  ^-^'5  ,  donne  96  j  d'où  réfulte 
l'équation  xx  —  25=96. 

Ajoutant  2 5 , on a;cA:z=:i 2 i;&ex trayant 
la  racine  j  il  vient  ^z=:i  i.  Ainfi:c-[-5=i=i6, 
&  X — j:=^6  j  or  en  effet  6. 16:^=9(3. 

635. 

Troißcme  queßion.  On  cherche  un  nom- 
bre tel,  qu'en  l'ajoutant  à  lo,  &  en  le 
retranchant  de  10  ,  la  fomme  multipliée  par 
le  refte  ,  ou  par  la  différence  ,  donne  5 1. 
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Que  X  foit  ce  nombre  ;  il  faut  que  i  o-^x  , 
multiplié  par  lo— at,  fafle  5 1  ,  &  qu'ainß 
100 — :^xzz=:j  I.  Ajoutant  xx,S^  fouftrayant 
5 1  5  on  a  xx:=:zj^^  ,  dont  la  racine  quarrée 
donne  x:=.j. 

636. 

Qiiatrleme  queßion.  Trois  Joueurs  qui 
ont  fait  une  partie  ,  fe  retirent  ;  le  premier 
avec  autant  de  fois  7  écus ,  que  le  fécond 
a  de  fois  trois  écus  ;  &  le  fécond  avec  autant 
de  fois  17  écus,  que  le  troifieme  a  de  fois 
5  écus  j  &  fi  on  multiplie  l'argent  du  pre- 
mier par  l'argent  du  fécond ,  &  l'argent  du 
fécond  par  l'argent  du  troifieme ,  &  enfin 
l'argent  du  troifieme  par  l'argent  du  pre- 
mier 5  la  fomme  de  ces  trois  produits  efi: 
3830^.  Combien  d'argent  ont-ils  chacun  ? 

Suppofons  que  le  premier  Joueur  ait  x 
écusj  &  puifqu'il  a  autant  de  fois  7  écus, 
que  le  fécond  a  de  fois  3  écus ,  cela  fignifie 
que  fon  argent  eft  à  celui  du  fécond ,  en 
raifon  de  7:3. 


r>'  A    L    G    E    5    RE.  Ç2y 

On  fera  donc  7 :  3  =x  ,  à  Targent  da 
fécond  Joueur  ,  qui  eft  donc  -  x. 

De  plus ,  comme  l'argent  du  fécond 
Joueur  efl:  à  celui  du  troifieme  en  raifon 
de  1 7 : 5  5  on  dira  1 7  :  5  =  1  .r  à  l'argent  du 
troiiîeme  Joueur  ,  ou  à  —  a:. 

Multipliant  à  préfent  x  ,  ou  l'argent  du 
premier  Joueur  ,  par  ^  x  ,  l'argent  du  le- 
cond,  on  a  le  produit  ^;c;c. 

Après  cela  j~  x  ^  l'argent  du  fécond ,  mul- 
tiplié par  l'argent  du  troifieme ,  ou  par  -^at, 
donne  ~  xx.  Enfin  l'argent  du  troifieme  , 
ou^^,  multiplié  par  a:  ,  ou  l'argent  du 
premier,  donne Yp:^"^.  La  fomme  de  ces 
trois  produits  eft  lxx'\-~xx-^^xx ^  8c 
en  réduifant  au  même  dénominateur ,  on 
la  trouve  :=  1^  ^;c ,  ce  quijioit  équivaloir 
au  nombre  3830 -, 

On  a  àonc^^x-x=iSio-, 
Aînfi ^-p^xx=  1 1 49 2  5  &  1 5  2 1 ATX  étant 
égal  à  9572836  y  divifant  par    1521  ,  on 
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a  jc^rir^-^^^;  &  en  prenant  la  racine  , 
on  trouve  x=^^^.  Cette  fraftion  eft  en- 
core  réduftible  à  de  moindres  termes,  en 
divifant  par  i}  ;  ainfi  x~^-^:=zt()^-'^  & 
on  conclut  de  là  que  ~  x:=  }  4 ,  &  que  ^  x 
=  10. 

Réponfe.  Le  premier  Joueur  a  79  -écus, 
le  fécond  a  3  4  écus  ,  &  le  troifieme  fe 
retire  avec   10  écus. 

Remarque.  Ce  calcul  peut  fe  faire  encore    ' 
d'une  manière  plus  facile  5  favoir  ,  en  pre- 
nant les  fafteurs  des  nombres  qui  s'y  pré- 
fentent ,  &  en  faifant  attention  principa- 
lement aux  quarrés  de  ces  fafteurs. 

On  voit  que  507=3  .  169,  &  que  1^9 
eft  le  quarre  de  13  5  enfuite,  que  833  = 
7.1J9,  &que  119  =  7.17.  Oronagi 
;^;cr=::3830-  ,  &  fi  on  multiplie  par  3  ,  on 

a  ^1^  jcjf  =  1 1 49  2.  Qu'on  réfolve  aufli  ce 

17.49  ^y      ^ 

nombre  en  fes  fafteurs  j  on  voit  d'abord 
que  le  premier  eft  4 ,  c'eft-à-dire ,  que  1 1 49  2 
=  4.2873  j  déplus  2873  eftdivifible  par 
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17,  de  forte  que  28731:=  17. 169.  Par  con- 
féquent  notre  équation  aura  la  forme  fui- 
vante  :  -^  z=  4 . 1 7 . 1 69 ,  laquelle ,  divifée 
par  169  ,  (è  réduit  à  :^^—xxz=z^.  17-  mul- 
tipliant de  plus  par  17.49,  &  divifant  par 
9 ,  on  a  jcjcnz^''^^'^^ ,  où  tous  les  fafteurs 
font  des  quarrés  j  d'où  il  fuit  qu'on  a ,  fans 
autre  calcul,  la  racine  ;rz=i^2iZz=^  , 
4Comme  ci-devant. 

637. 

Cinquième  queflion.  Quelques  Négocians 
ëtabliflent  un  Fafteur  à  Archangel.  Chacun 
d'eux  contribue  pour  le  commerce  qu'ils 
ont  en  vue ,  dix  fois  autant  d'écus  qu'ils  font 
d'Aflbciés.  Le  profit  du  Fafteur  eft  fixé  à 
deux  fois  autant  d'écus  qu'il  y  a  d'Aflbciés 
pour  100  écus.  Et  fi  l'on  multiplie  la  ^^ 
partie  de  fon  gain  total  par  2 -,  on  trouve 
le  nombre  des  Aflbciés.  On  demande  quel 
eft  ce  nombre  ? 

Soit  ce  nombre = ;v  i  &  puifque  chaque 


5l8  E   L    È    M   R   N   S 

AfTocié  a  fourni  lo^ ,  le  capital  entier  eft 
=  10^^:^.  Or  avec  chaque  centaine  d'écus 
le  Fafteùr  gagne  ix  ,•  fon  profit  fera  donc 
~  x'  avec  le  capital  loxx.  La  j^  partie  de 
ce  gain  eft  i^^xl  ;  multipliant  par  2  -,  ou 
par^,  ona  — ;cSou-i-  x\  &   c'eft  ce 

r       9  9  4500        '        215         ' 

qui  doit  être  égal  au  nombre  des  Aflbciés  x. 

On  a  donc  l'équation  ^  x^=:x  y  ou  x^ 
z=:ii^x  ;  elle  paroît  d'abord  être  du  tror^ 
fieme  degré  ;  mais  comme  on  peut  divifer 
par  X ,  elle  fe  réduit  à  l'équation  du  fécond 
degré  xx=2ii^  jd'bù  l'on  tire  xzizi  ^  ' 

iî(f/'o/z/^.  Il  y  a  quinze  Aflbciés  ,&  chacuii 
a  contribué  I  j  o  écus.  '^ 
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De  la  réfolution  des  Equations  mixtes 
du  fécond  degrés 


o 


638. 


N  dit  d'une  équation  du  fécond  degré , 
qu'elle  eft  mixte  ou  complète ,  lorfqu'on 
y  rencontre  trois  efpeces  de  termes^  favoir, 
celle  qui  contient  le  quarre  de  la  quantité 
inconnue ,  comme  axx  ;  celle  où  l'in- 
connue fe  trouve  feulement  élevée  à  la 
première  puiflance,  comme  ^x  y  enfin  l'ef- 
pece  de  termes  qui  n'efl:  compofée  que  de 
quantités  connues.  Et  puifqu'on  peut  réunir 
deux  ou  plufieurs  termes  d'une  même  efpece 
en  un  feul ,  &  qu'on  peut  porter  tous  les 
termes  d'un  même  côté  du  figne^:,  la 
forme  de  l'équation  mixte  du  fécond  degré 
fera  celle-ci  : 

axx  IjT  /^x  -|-  c  =  o. 
Nous    montrerons    dans    ce    Chapitre 
Tome  /•  L  1 
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comment  on  doit  tirer  la  valeur  de  x  de 
ces  fortes  d'équations  j  on  verra  qu'il  y  a 
deux  routes  pour  y  parvenir, 

639. 

\Jne  équation  de  l'efpece  dont  il  s'agit , 
peut  fe  réduire  ,  par  le  moyen  de  la  divi- 
iîon  ,  à  une  forme  telle ,  que  le  premier 
terme  ne  contienne  purement  que  le  quarre 
XX  de  l'inconnue  x.  On  laiffera  le  fécond 
terme  du  même  côté  où  eft  x ,  &  le  terme 
connu  on  le  portera  de  l'autre  côté  du  figne 
=.  Notre  équation  prendra  de  cette  ma- 
nière la  forme  xx+^px=:z+q  ^  oh  p  &c  q 
fîgnifient  des  nombres  connus  quelconques , 
poiîîifs  ou  négatifs  ;  &  tout  fe  réduit  à  pré- 
fent  à  déterminer  la  vraie  valeur  de  x.  Nous 
commencerons  par  remarquer  que  fi  xx 
^px  étoit  un  quarre  eiFeftif ,  la  réfolution 
n  auroit  aucune  difficulté  ,  parce  qu'il  ne 
s'agiroit  que  de  prendre  des  deux  côtés  U 
racine  quarrée. 
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640. 

Mais  il  eft  clair  que  xx-\-px  ne  fauroit 

être  un  quarre ,  puifque  nous  avons  vu  plus 

haut  que  fi  une  racine  eft  de  deux  termes, 

par  exemple   x^n^  fon  quarre  contient 

toujours  trois  termes ,  favoir ,  outre  le  quarre 

de  chaque  partie  ,   encore   le  double  du 

produit  des  deux  parties  ;  c'eft-à-dire ,  que 

le  quarre  de  x-^n  eft  xx'\-inx'\'nn.  Or 

nous  avons  déjà  d'un  côté  xx-\-px  ,   nous 

pouvons    donc    regarder   xx  comme    le 

quarre  de  la  première  partie  de  la  racine , 

&  il  faut  en  ce  cas  que  px  repréfente  le 

double  du  produit  de  la  première  partie  x 

de  la  racine  par  la  féconde  partie  ;  par  confé- 

quent  cette  féconde  partie  doit  être  ^p  , 

&  en  effet  le  quarre  de  x-\-\^p  fe  trouve 

être  xx-^-px-^-pp. 

641. 

Or  xX'^-pxA^'-pp  étant  un  quarre  réel 
qui  a  pour  racine  ^  +  ^/^  ?  ^  nous  repre- 

Ll  2 
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nons  notre  équation  xx-^pxzzizq ^  nous 
n'avons  qu'à  ajouter  de  part  &  d'autre  -pfy 
ce  qui  nous  donne  xx  -{-px  -^  -  pp=q-\-'-^ 
pp  ,  où  le  premier  membre  efl:  effeftive- 
ment  un  quarre  ,  &  oii  l'autre  membre  ne 
renferme  que  des  quantités  connues.  Si  donc 
nous  prenons  des  deux  côtés  la  racine  quar- 
rée  5  nous  trouvons  ;c-|-^^zii:y( -^^4- j); 
&  fouftrayant  ^-p  y  nous  obtenons  x:= — ^ 

p-\'\/ -pp-\^q  y  &  comme  route  racine 
quarrée  peut  être  prife  foit  affirmativement , 
foit  négativement  ,  nous  aurons  pour  x 
deux  valeurs  exprimées  de  cette  manière  : 

x=—\p±\/'-pp^q. 

642. 

Voilà  la  formule  qui  contient  la  regle , 
d'après  laquelle  toutes  les  équations  du 
fécond  degré  peuvent  être  réfolues  ,  &  il 
fera  bon  d'en  imprimer  la  fubftance  dans  la 
mémoire  ,  afin  qu'on  n'ait  pas  befoin  de 
répéter  à  chaque  fois  toute  l'opération  que 
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nous  venons  de  faire.  On  pourra  toujours 
ordonner  l'équation ,  de  façon  que  le  quarre 
pur  XX  fe  trouve  d'un  feul  côté ,  &  qu'ainfî 
l'équation  ci-deiTus  ait  la  forme  xx^^—px 
4"?^  où  l'on  voit  alors  fur  le  champ  que 

'   .        643. 

La  regle  générale  que  nous  déduifons 
de  là  pour  réfoudre  l'équation  xxz^ — px 
-j-ç',  confîfte  donc  en  ceci  : 

Que  la  quantité  inconnue  x  eft  égale  à 
la  moitié  du  nombre  qui  multiplie  x  dans 
l'autre  membre  de  l'équation , /j/z/j-  ou  moins 
la  racine  quarrée  du  quarre  du  nombre  que 
Ton  vient  de  dire  ,  &  de  la  quantité  connue 
qui  forme  le  troifieme  terme  de  l'équation. 

C'efl:  ainfi  que  {i  on  avoit  l'équation  xx 
=6a;-{-7  ,  on  diroit  auffi-tôt  que  xz^-^ 

3:v/9  +  7  =  3  +  45  d'où  réfuîtent  ces  deux 
valeurs  de  a:,  I.)  xzmj  •  H.)  Ari=:= — i.  Pa- 
reillement l'équation  xxz:^  io:c — 9  ,  don» 
^---— -  Ll  3 
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neroit  j^nzj  +  y/ij — 9=5 +  4,  c'efl-à- 
dire  que  les  deux  valeurs  de  x  font  9  &  i. 

644. 

On  fe  mettra  encore  mieux  au  fait  de 
cette  regle  en  diflinguant  les  cas  fuivans  : 
I.  )  fi  /?  eft  un  nombre  pair  ^  II.  )  fi/?  eft  un 
nombre  impair  j  oc  111.)  fi/?  eft  un  nombre 
rompu. 

Soit  l.) p  \m  nombre  pair  ,  &  l'équation 
telle  que,  xx^:i^tpx~\-q ^  on  aura  xz=p 

Soit  il,)p  un  nombre  impair  ,  &  l'équa- 
tion xx^^px-^-q  y  on  aura  x—  ^p+y  '-rpp-^qi 
&  puifque  -pp-\-q=:^^-^^\  on  pourra  ex- 
traire la  racine  quarrée  de  ce  dénomina- 
teur ,  &  écrire  x ^ \p  -]Yf^  —  l^V^^ 

Enfin  m.  )  Soir/?  un^  fra6lion  ,  on  pourra 
réfoudre  l'équation  de  la  manière  qui  fuit  : 
Que  l'équation  en  queftion  foit  celle-ci , 
axxzzi^hx -[- c  y  ou  xx=z-^  -^~  y  on  aura , 

par  la  regle,  ^=^±  y^  +  ,-.    Or  ^ 
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j_^r__w+4^     où  le  dénominateur  eft  uii 

I     a  Aaa      ' 


4a  a 


f  '     r  h  +  \/bh  -4-  ±ac 

quarre^  amli  x:=i  ~\a • 

645. 

L'autre  voie  qui  conduit  à  la  réfolution 
des  équations  du  fécond  degré  mixtes ,  eft 
de  les  transformer  en  des  équations  pures. 
Cela  fe  fait  en  fubftituant ,  par  exemp.  dans 
Téquation  xxzzizpx-^-g,  à  la  place  de  l'in- 
connue X  ^  une  autre  inconnue  y ,  telle  que 
xzz=y-^^P ;  au  moyen  de  quoi,  quand 
on  a  déterminé  jy' ^  on  trouve  auffi-tôt  la 
valeur  de  x. 

Si  nous  faifons  cette  fubftitution  de  y 
^\p  3L  la  place  de  x ,  nous  avons  xx=.yy 

féquent  notre  équation  fe  change  en  celle- 

<^i  •  yy+py+'^pp=py+iPP+^^^'^'^^^ 

réduit  ,  en  fouftrayant  py  ,  d'abord  à  yy 
>-\--ppzz:i^-pp-^q;  &  enfuite,  enfouftrayant 
-ppykyy=^-pp'\-q»  Ceci  eft  une  équa- 
tion du  fécond  degré  pure ,  qui  donne  aufli- 

Ll  4 
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on  a  x=:l-p±  ^^IppJ^q  ^  ainfi  que  nous 
l'avons  trouvé  ci-delTus.  Il  ne  nous  refte 
donc  qu'à  éciaircir  cette  regle  par  quelques 
exemples. 

646. 

Premiere  queßlon.  J'ai  deux  nombres; 
l'un  furpaffe  l'autre  de  6  ,  &  leur  produit 
eft  91.  Quels  font  ces  nombres  ? 

Si  le  plus  petit  eft  x,  l'autre  eft  j^r-j-^? 
&  leur  produit  ^ï:=^xx-\-6x. 

Souftrayant  6x  ,  il  refte  xxz=zz<)\  —  6x ^ 

&  la  regle  donne  xr^ —  3  +  y  9-I-9 1-= — } 

+  10  5  ainfi  xz^j  ,  &  xzi:^ — 13. 

Rép.  La  queftion  admet  deux  folutions: 
Suivant  Tune,  le  plus  petit  nombre  x 

eft^z^y  ,  &  le  plus  grand  ;c-}-6==i3. 
Suivant  l'autre  ,  le  plus  petit  nombre  x 

= — 1 3  5  &  le  plus  grand  a^~|-6:i- : — 7. 

647. 

Seconde  queßlon.  Trouver  un  nombre 
tel  que ,  fi  de  fon  quarre  je  retranche  9 , 
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il  me  vidnne  un  nombre  qui  foit  d'autant 
d'unités  plus  grand  que  i  oo ,  que  le  nom- 
bre cherché  eft  plus  petit  que  23. 

Soit  le  nombre  cherché  =  :v  ;  je  vois  que 
XX  —  9  furpafle  lOode^^Ar — 109.  Et  puis- 
que X  eft  au-deflbus  de  23  de  23 — x ,  j'au- 
rai cette  équation:  ATX — 1091^=23 — x. 

Donc  xx^=^ — x-\-\  3  2 ,  &  5p3r  la  regle, 

^-— r±v/,-+*}-,=-r±v/ç— : 

+— ,  Ainfi  xz=z\  I  &  x^iz — 12. 

2 

Réponfe.  Lorfqu'on  ne  demande  qu'un 
nombre  pofitif ,  ce  nombre  cherché  eft  1 1 , 
dont  le  quarre  moins  9  eft  1 1 2  ,  &  par 
conféquent  de  1 2  plus  grand  que  i  co ,  de 
même  que  1 1  eft  de  1  2  plus  petit  que  23. 

648. 

Troißeme  queßlon.  Trouver  un  nombre 
tel  5  que  fi  on  multiplie  fa  moitié  par  fon 
tiers  5  &  qu'au  produit  on  ajoute  la  moitié 
du  nombre  qu'on  cherche  ,  le  réfulrat 
foit  30. 


m 

Qu'on  fuppofe  ce  nombre  =:x,  fa  moi- 
tié ,  multipliée  par  fon  tiers ,  fera  |  xx  ;  iî 
faut  donc  que  \xx-\-'~xz=z'^o.  Multipliant 
parö,  ona^^-|-3xrz::i8o,  ou  xx^zzi—^x. 
-j-iSo,  ce  qui  donne  xz^ — 14-  ^2-+i8o 

— f±T\ 

Par  conféquent  x  eft  ou;=i  2  ,  ou  égal 

649. 

Quatrième  queftion.  Trouver  deux  nom- 
bres qui  foient  en  proportion  double  ,  & 
tét^  que  fi  on  ajoute  leur  fomme  à  leur 
produit  ,  on  obtienne  90. 

Soit  l'un  des  nombres  z=:  a:  ,  &  le  plus 
grand  =  xx ,  leur  produit  fera  =1:=  xxx  ^  & 
fi  on  y  ajoute  3^:  ou  leur  fomme ,  la  nou- 
velle fomme  doit  faire  90.  Ainlî  ixx-^-^x 

:z:z.^Q  '^  2X;\;::zz:90  —  ^X  j  XX=: — -^"["45> 

d'où  l'on  tire  ;c=  - ^-  +  v^-7+4)=:- -  +  -. 

4  —  y    16  ^   ^  f  4  —  4 

Par  conféquent  xz:^6 ,  ou  x^;^ — j^. 
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650. 

Cinquième  queßlon.  Un  Maquignon  qui 
a  acheté  un  cheval  pour  un  certain  nom- 
bre d'écus  ,  le  revend  pour  1 19  écus,  & 
^-i  gagne  autant  pour  cent  écus  ^  que  le 
cheval  lui  a  coûté.  On  demande  ce  qu'il 
en  avoir  payé  ?  • 

Suppofons  que  le  cheval  ait  coûté  x  écus  ; 
comme  le  Maquignon  y  gagne  x  pour  cent, 
on  dira  1 00  donnent  le  profit  x  :  que  donne 
X  /  Réponfe ,  ~.  Puis  donc  qu'il  a  gagné  ^^ 
&  que  le  cheval  lui  coûte  x  écus  d'achat , 
il  faut  qu'il  l'ait  vendu  pour  ^  +  —^j  donc 
^+£=ïï9-  Souftrayant  x,  on  a  ^^ 
^^^ — x-\^  1 19  ^  &  multipliant  par  100  ,  il 
vient  jcx= — icox-i-i  1900.  Appliquant 
maintenant  la  regle  ,  on  trouve  xziil —  ^o 

3;  V  2  5  oo-j-i  1900ZZ:: —  )0+  y  144CO 
~ — 50  +  120. 

Réponfe,  Le  cheval  a  coûté  70  écus ,  & 
puifque  le  Maquignon  a  g'gné  70  pour 
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cent  en  le  revendant ,  le  profit  doit  avoir 
été  de  49  écus.  Le  cheval  doit ,  par  confé- 
quent ,  avoir  été  revendu  en  effet  pour  70 
^4^5  c'eft-à-dire  pour  1 19  écus. 

651. 

Sixième  quefiion.  Quelqu'un  acheté  un 
certain  nombre  de  pièces  de  drap  ;  il  paye 
pour  la  première  2  écus  j  pour  la  féconde , 
4  écus  \  pour  la  troifieme  ,  6  écus ,  &  de 
même  toujours  2  écus  de  plus  pour  les 
fiiivantes  ;  &  toutes  les  pièces  enfemble  lui 
coûtent  110  écus.  Combien  y  avoit-il  de 
pièces  ? 

Soit  le  nombre  cherché  ^jt;  &  voici 
le  plan  de  ce  que  l'Acheteur  a  payé  pour 
les  différentes  pièces  : 

pour  la  I  ,    2  ,  3  ,  4  ,     î        X 
il  paye   2,4,6,8,10     2x  écus> 
Il  s'agît  par  conléquent  de   fommer  la 
progreßion  arithmétique  2-}-4~[-6-]-8-{-io 

-|- XX  ,  qui  eft  de  x  termes ,  afin  d'en 

déduire  le  prix  de  toutes  les  pièces  de  drap 


■1^^ 


à 
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prîfes  enfemble.  La  regle  que  nous  avons 
donnée  plus  haut  pour  cette  opération, 
exige  qu'on  ajoute  le  dernier  terme  &  le 
premier.  La  fomme  efl:  ix-^-z-^  qu'on  mul- 
tiplie cette  fomme  par  le  nombre  des 
termes  x  ,  le  produit  eft  xxx  -|-  ^x  ;  qu'on 
divife  enfin  par  la  différence  2  ,  le  quotient 
eft  xx-^x  j  c'eft  la  Tomme  de  la  progref- 
fion  ;  ainfi  l'on  a  :vx  -j-  ;c  =r  1 1  o  ;  donc  xx 

Réponfe.  Le  nombre  des  pièces  de  drap 
achetées  eft  10. 

652. 

Septième  queßion.  Quelqu'un  a  acheté 
plufieurs  pièces  de  drap  pour  180  écus.  S'il 
avoit  reçu  pour  la  même  fomme  3  pièces 
de  plus  5  il  auroit  eu  la  pièce  à  meilleur 
marché  de  }  écus.  Combien  a-t-il  acheté 
de  pièces  ? 

Faifons  le  nombre  cherché  =::=:  x  y  chaque 
pièce  aura  coûté  réellem.ent  ---  écus.   Or  h 
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l'Acheteur  avoit  eu  a:  -{^  3  pièces  pour  1 80 
écus ,  la  pièce  lui  feroit  revenue  à  —  écus  ; 
&  puifque  ce  prix  eft  moindre  de  3  écus 
que  le  prix  réel ,  il  faut  que  nous  ayons 
Téquation  , 

180 180 

Multipliant  par  x ,  nous  avons  -— z=  1 80 
—  3:<r/divifantpar  3  ,  l'on  a  ~^  =6o--a: / 
multipliant  par  x-j-j  ,  nous  aurons  6ox 
=1 8o-|-57-^ — ^^'  y  ajoutant  xx ,  Ton  aura 
xx-^-ôox^:  1 8  o~[-  5  '/X  j  fouftrayant  6ox  , 
nous  aurons  xxz=z — ^x--{-i8o. 

La  regle  donne  par  conféquent 

=  11. 

Réponfe.  On  a  acheté  pour  1 80  écus  1 2 
pièces  de  drap  à  1 5  écus  la  piçce  ,  &  fi 
on  eût  obtenu  3  pièces  de  plus ,  favoir  i  5 
pièces  pour  180  écus ,  la  pièce  ne  feroit 
revenue  qu^'à  1 2  écus,  c'eft-à-dire,  à  3  écus. 
de  moins. 
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Huitième  queßion:  Deux  Marchands  en- 
trent en  fociété  avec  un  fonds  de  1 00  écus  ; 
l'un  îailTe  fon  argent  dans  la  fociété  pendant 
trois  mois ,  l'autre  laifie  le  fien  pendant  deux 
mois  ,  &  chacun  retire  99  écu3  de  capital 
&  d'intérêts.  On  demande  quelle  part 
chacun  avoit  fourni  au  fonds  ? 

Suppofons  que  le  premier  Aflbcié  ait 
contribué  x  écus ,  l'autre  aura  contribué 
100 — X.  Or  celui-là  retirant  99  écus,  foa 
profit  eft  99  —  X ,  qu'il  aura  acquis  en  trois 
mois  avec  le  capital  x  y  &  puifque  le  fécond 
retire  pareillement  99  écus ,  fon  profit  eft 
X  —  I  ,  qu'il  aura  acquis  en  deux  mois  de 
temps  avec  le  capital  100  —  x  ;  &  il  eft 
clair  que  le  profit  de  ce  fécond  AfTocié  eût 
été  ^ ,  s'il  avoit  refté  trois  mois  dans  la 
fociété.  Maintenant  ,  comme  les  profits 
acquis  dans  le  même  temps  font  propor- 
tionnels aux  capitaux  ,  nous  avons  évidem- 
çie^nc  x:99 — x=iiqq — x:^^^^. 
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L'égalité  du  produit  des  extrêmes  &  de 
celui  des  moyexns  donne  l'équation 

multipliant  par  2  ,  nous  aurons  -^xx  —  ^x 

r=  19800 398;c-^2A:;c;fouftrayant  ixx ^ 

l'on  aura  xx — 5^:1:1=19800 — }98xy  ajou- 
tant }jv:,nous  aurons  a:;\^i=::  19800  —  395-^- 

Donc  par  la  regle 


-?-4î. 


Réponfe.  Le  premier  Aflbcié  a  contribué 
45  écus  ,  &  l'autre  5  5  écus.  Le  premier 
ayant  gagné  en  trois  mois  5  4  écus ,  auroit 
gagné  en  un  mois  1 8  écus  j  &  le  fécond 
ayant  gagné  en  deux  mois  44  écus ,  auroit 
gagné  en  un  mois  22  écus  :  or  ces  deux 
profits  s'accordent  j  car,  fi  avec  45  écus 
on  gagne  1 8  écus  dans  un  mois  de  temps  , 
on  gagnera  dans  le  même  temps  22  écus 
avec  55  écus. 

554- 
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654. 

Neuv'eme  qucßion.  Deux  Payfannes  por- 
tent enièmble  îco  œufs  au  marché^  lune 
en  porte  plus  que  l'autre ,  &  cependant  le 
produit  eft  le  même  pour  l'une  &  pour 
l'autre.  La  première  dit  à  la  féconde  :  Si 
j'avois  eu  le-  œufs ,  j'aurois  retiré  1 5  fous. 
L'autre  lui  répond  :  Si  j'avois  eu  les  tiens , 
j'aurois  retiré  6  -  fous.  Combien  d'œu& 
chacune  a-t-elle  poriés  au  m.arché  ? 

Que  la  première  ait  eu  x  œufs  ,  la  fé- 
conde en  aura  eu  ;oo — x. 

Puis  donc  que  celle-là  eût  vendu  ico 
—  X  œufs  pour  1 5  fous,  on  fera  la  regle 
de  trois  fuivante  : 

ioo  —  x'.i  çzrzAT....  à  -11^  fous. 

'  I QO-X 

De  même ,  puifque  la  féconde  eût  vendu 
X  œufs  pour  6  \  fous ,  on  trouvera  com- 
bien 100 — X  œufs  lui  euffent  rendu  ,  en 
difani 


If 
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Or  les  deux  Payfannes  ont  retiré  autant 
d'arcrent  l'une  que  l'autre  ,  nous  avons  par 
confequenî  1  équation ,  ^.^=  —y^ — 5  qui 
iè  réduit  à  celle-ci , 

2  5  XX^:^  200000 4OOOX  i 

&  enfin  à  celle-ci, 

xx=. —  1 60^4"^^^^  9 
d'où  l'on  tire 


X=. — So-j-y  0400-|-î^000::::= — 8o~[-I2d 
=  40- 

Réponfe,  La  première  Payfanne  avoit 
40  œufs,  la  féconde  en  avoit  60  j  &  cha- 
cune a  retiré  10  fous. 

655. 

Dixième  queßlon^  Deux  marchands  ven-* 
dent  chacun  d'une  certaine  étoffe  ^  le  fé- 
cond en  vend  5  aunes  de  plus  que  le  pre- 
mier ,  &  ils  tirent  enfemble  3  5  écus.  Le 
premier  dit  au  fécond  :  J'aurois  retiré  de 
votre  étoffe  24  écus  ;  l'autre  répond ,  & 
moi  j'aurois  retiré  de  la  vôtre  i  2  écus  & 
demi.  Combien  d'aunes  avoient-ils  chacun? 
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SuDppfons  que  le  premier  ait  eu  x  aunes  ^ 
le  fécond  aura  eu  a'-|-  3  aunes.  Or  puifque 
le  premier  eût  vendu  -^^'-p}  aunes  pour  24 
écus  5  il  faut  qu'il  ait  retiré  ^  écus  de  ks 
X  aunes.  Et  quant  au  fécond ,  puifqu'il  eût 
débité  X  aunes  pour  i  2  -écus ,  il  faut  qu'il 
ait  vendu  fes  :^-|-3  aunes  pour  '-^^^  ;  ainli 
la  femme  totale  qu'ils  ont  retirée  efl:^ 
+  11^=3  5  écus.      _ 

Cette  équation  fe  réduit  à  xxz=ziox 
—  75 ,  d'cii  Xow  tire;czz::io+  y  ico  —  75 

Réponfe.  La  queflion  a  deux  folutions  : 
fuivant  la  première ,  le  premier  Marchand 
avoit  1  ç  aunes ,  &  le  fécond  en  avoit  1 8  ; 
&  puifque  celui-là  eût  vendu  i  8  aunes  pour 
24  écus,  il  aura  vendu  fes  1 5  aunes  pour 
20  écus  5  le  lécond ,  qui  eût  vendu  1 5  aunes 
pour  i  2  écus  &  demi  ^  aura  vendu  fes  i  8 
aunes  1 5  écus  ;  donc  en  effet  ils  ont  tiré 
55  écus  de  leur  marchandife. 

Suivant  la  féconde  folution  ,  le  premier 

M  m   2 
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Marchand  avcit  5  aunes,  &  l'autre  8  aunes; 
sinfî ,  puiique  le  premier  eût  débité  8  aunes 
pour  24  écus  ,  il  aura  retiré  1 5  écus  de  fes 
j  aunes  j  &  le  fécond  ,  puifqu'il  eût  vendu 
5  aunes  pour  1  2  écus  &  demi ,  fes  18  aunes 
lui  auront  rendu  20  écus.  La  fomme  eil 
encore  3  5  écus. 

H 'Il        ri"  ■      I  iiii  ■!  I  »1 1  iwiiiniii' iir<i'>iiiiii  |i     II' .["ly^maiiMa— — H— nnBiii  i     iifl 

CHAPITRE     VIL 

De  1! extraction    des    racines    des    nombres 
polygones. 


n 


656. 


ous  avons  fait  voir  plus  haut  comment 
on  doit  déterminer  les  nombres  polygones  > 
or  ce  que  nous  avons  nommé  alors  un  côté, 
s'appelle  auffi  une  racine.  Si  donc  on  indique 
la  racine  par  x ,  on  trouvera  ce  qui  fuit 
pour  tous  les  nombres  polygones  : 
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le  lîi  gone  ,  ou  le  triangle,  efc— -^, 
ie  IV  gone  ,  eu  le  quarre  ,       xx  , 

le   V    gone ^ ^'r"> 

le  VI  gone ixx~x  '^ 

e  VII  ç;,::.ne ^-r— 5 

le  VIII  gcne- ixx — ix^ 

le  IX    gone  —  — ■  • ^^^r^, 

le  X    gone 4--^ — 3-^5 

ie   ;z   gone 1 % 

657. 

Nous  avons  fait  voir  fuffiramment  plus 
haut  j  qu'il  eft  facile ,  par  le  moyen  de  ces 
formules  ,  de  trouver  ,  pour  une  racine 
donnée  quelconque,  un  nombre  polygone 
cherché.  Mais  lorfqu'il  s'agit  de  trouver 
réciproquement  le  coté  ,  ou  la  racine  d'un 
polygone  dont  on  ccnnoît  le  nombre 
des  côtés,  l'opération  eft  -plus  difiicile 
&  demande  toujours  la  réfolution  d'uîji^ 
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équation  du  fécond  degré.  Cela  fait  que 
cet  article  mérite  d'être  traité  ici  féparé- 
ment.  Nous  le  ferons  par  ordre  ,  en  com- 
mençant par  les  nombres  triangulaires ,  & 
en  paflant  de  là  à  ceux  d'un  plus  grand 
nombre  d'angles, 

6)8. 

Soit  donc  91  le  nombre  triangulaire 
donné  ,  &  duquel  on  cherche  le  coté  ou 
Ja  racine. 

Si  nous  faifons  cette  racine  z=zx  ^  il  faut 

que  -^  foit2::r:Oi  •    que    ATX-j-xm:  1S2  , 

6  XX  =z — X'\-\'èi,   &   par  conféquent 

que  x=:-i+v/i+,8.=-l  +  /| 

^^^^ — T"J~T^^^  ^  3*  Nous  en  concluons  que 
!a  racine  trigonale  cherchée  eft  1 3  ,  car 
le  triangle  de  13  oft  91. 

659. 

Mais  foit  en  général  a  le  nombre  trîgonal 
':^onné ,  &  qu'on  en  chercha  la  racine. 
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SI  oa  la  fait  z=r  X  y  on  a  '^^^  ::=  .7 ,  ou  xx 
^xzziLij,  ;  donc  .r.rizi: — x-^za  y  &  par 

la  regle  ,  A'z=r—  1-j-  y'i--|-  2c:  ^  ou  x  =: 
i-f-v/sj-^i 

Ce  réfultat  donne  la  regîe  qui  fuit  :  Pour 
trouver  une  racine  trigonale ,  il  faut  mul- 
tiplier par  8  le  nombre  trigonal  donné  ,. 
ajouter  r  au  produit ,  extraire  la  racine  de 
la  fomme ,  fouflraire  i  de  cette  racine^ 
&  divifer  enfin  le  refle  par  2. 

660. 

On  voit  par.-là  que  tous  les  nombres 
trigonaux  ont  la  propriété,  que  fi  on  les 
multiplie  par  8 ,  &  qu'on  ajoute  l'unité  au 
produit ,  la  fomme  eft  toujours  un  quarre  : 
la  petite*table  qui  fuit  en  donne  quelques 
exemples. 

Tran^ks:  i,  3  ,  6,    10,  15  ,   zT,  28,   36,  4^,   Ç<  ^cl 
8fois  +  i:o,25,49,8i,i2i,i69,  225,  289,  36i,44î  &cj 

On  remarquera  que  fi  le  nomibre  donné 
Ä  ne  fatisfait  pas  à  cette  condition ,  c'eit 
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figne  que  ce  n'efl:  pas  un  nombre  trlgonaî 
réel  5  ou  qu'on  ne  peut  en  indiquer  une 
racine  rationnelle, 

66i. 

Qu'on  cherche ,  fuivant  cette  regle  ,  la 
racine  trigonale  de  21c.  on  aura  aii^no 
&  8^-1-1  =  1681  5  dont  la  racine  quarrée 
eft  41  ;  d'oïl  l'on  voit  que  le  nombre  ZiO 
eft  réellement  triangulaire  ,  &  que  fa  ra- 
cine eil  ==1:^--^  =  20.  Mais  fi  on  donnoit 
pour  trigonal  le  nombre  4 ,  &  cju'on  pro- 
posât d'en  afïïgner  la  racine ,  elle  fe  trou- 
veroit=^ — ^^,  &  par  ^conféquent  irra- 
tionnelle 5  cependant  on  trouve  réellement 
le  triangle  de  cette  racine  ^-^  —  ^  ,  de  la 
înaniere  qui  fuit  : 

Puifque;t=^-^f^,  on  a  xx='-^pi, 
&  en  y  ajoutant  x  ,  la  fomme  efl  xx'\-x 
x^  —  z=.%  ,  &  par  conféquent  le  trivinglcj 
Où  le  nombre  trieonal  ^-^ ::=  4« 
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662. 

Les  nombres  tétragones  étant  la  même 
choie  que  les  quarrés ,  ils  ne  caufent  au- 
cune difFicuîté.  Car  fiippofons  le  nombre 
tétragcne  donné  1=  a,  &  fa  racine  cher- 
chée =,r,  nous  aurons  jfxm^a^  8c  par 
conféquent  x  =  y  a  ;  de  forte  que  la  ra- 
cine quarrée  &  la  racine  tétragone  font  la 


même  chofè. 


663. 

Paffons  donc  aux  nombres  pentagones. 

Soit  2i  un  nombre  de  cette  efpece  ,  & 
X  fa  racine  j  il  faudra  que ^^^  ru:  22  ,  ou 
3a\v— :v— 44,  ou  .r.rzz:r^.v-f  ^.   On  tire 

Donc  4  eft  la  racine  pentagone  du  nom* 
JDre  22. 

664. 

Qu'on  propofe  maintenant  la  quefrion  î 
étant  donné  le  pentagone  a  ^  trouver  fa 
racine» 
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Soit  cette  racine  =x  ,  on  aura  leqiia- 
tion---  ^.-z^^oujxx— .vzzniia^ouxjczi:.! 
^"Ty?  ^«^^  moyen  de  quoi  on  trouve  x 
^6^+v'J+f ,  c'eft-à-d.  ^-  =  ^t}^p^. 
Lors  donc  que  a  ti\  un  pentagone  effectif, 
il  faut  que  24.^-!-  i  foit  un  quarre. 

Que  330  foit,  par  exemple,  le  penta- 
gone donné,    la  racine  fera  x^  'J^^jEl 

-6- M* 

665. 

Soit  à  préfent  a  un  nombre  hexagone 
donné  ,  &  qu'on  en  cherche  la  racine. 

Si  on  la  fuppofe.:=ii;f ,  on  aura  ixx — x 
t=a,  ouxx=::zLx-\-'-a  y  d'où  l'on  tire  x 

=  Hv/ï+T^=-^^  Ainfi  pour 
que  a  foit  réellement  un  hexagone  ^  il  faut 
que  8a-|-i  devienne  un  quarre  j  d'où  For^ 
voit  que  tous  les  nombres  hexagones  font 
compris  dans  les  trigonaux  ;  mais  il  n'en 
eft  pas  de  même  des  racines. 

Soit  j  par  exemple  ^  le  nombre  hexagone 
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TÎÎ5  ,  fa  racine  fera  .v— L^^-^^— -lliL? 

4  4 

=  15. 

666. 

Suppcibns  a  un  nombre  heptagone  ,  du- 
quel il  Toit  queftion  de  trouver  le  côté  ou 
la  racine. 

Soit  cette  racine  =  x  ,  on  aura  l^^ 
::=::: a,  OM  XX  =  1  x-j^^a  ^  ce  qui  donne  x 

=  7^+v/S^=^^4P^.  Tous  les 
nombres  heptagones  ont  par  conféquent  la 
propriété ,  que  fi  on  les  multiplie  par  40 
&  qu'on  ajoute  9  au  produit ,  la  fomme 
eft  toujours  un  quarre. 

Soit ,  par  exemple  ,  le  heptagone  20595 
on  trouvera  fa  racine  =:xz^  11}l}^:Ï±  _  m?Z 

=  2C). 

6Ö7. 

Qu'on  entende  par  a  un  nombre  c£lo- 
gone  ,  duquel  en  veuille  trouver  la  ra- 
cine X. 

Pn  aura  3 xx-ix^-a .  ou  xx^  l,v 4-  -  ^ , 
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d'où  réfulte  x  =  lJ^Jl^ta=:'^^-^^. 
Tous  les  nombres  oftogones  font  tels,  par 
conféquent ,  que  fi  on  les  multiplie  par  3 
&  qu'on  ajoute  i'unité  au  produit ,  la  fomme 
eft  conftamment  un  quarre. 

Soit ,  par  exemple  ,  3  8  1 6  un  oftogon 
fa  racine  fera  x  =  'jLÏ^JJAâï 


111^=36. 


668. 

Soit  enfin  a  un  nombre  n  goiie  donné  ^ 
dont  il  s'agifle  de  déterminer  la  racine ,  on 
aura  cette  équation  ; 

: ^  ===^a,  ou  (n — i)xx — (/2 — 4) 

x^=:iay  par  conféquent  ;cx::::^^^=^-î--^- 
on  en  tire 


n-Z 


n-i3» 


ou 


ou 


2  {n  —  2) 

Cette  formule  renfermée  une  regle  gé- 
nérale pour  trouver  toutes  les  racines  pol}^- 
gones  poiTibles  de  nombres  donnés. 
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Far  e^.  foit  donné  le  nombre  xxiv  gone 
^009  ;  puifque  ^eft  ici  m^  3009  &;z=:24, 
on  a  72 — 2  =  22  &  72  —  4=i:z20  ;   donc  la 

racine  omx  =  ^o-^v/7^;7g^^4co_-^o---S  _ ,  - 
44  44  '^ 


CHAPITRE     VIII. 

/?tf   rextraclion   des  Racines  quarrées   des. 
Binômes. 


o 


669. 


N  nomme  en  Algèbre  un  binôme  (*)  ^ 
•une  quantité  compofée  de  deux  parties  qui 
font ,  ou  toutes  afîeftées  du  figne  de  la 
racine  quarrée  •>  ou  dont  l'une  au  moins 
renferme  ce  figne. 

Ceft  par  cette  raifon  que  3  -f*  V  5  ^^ 

(*)  Quoique  dnns  l'Algèbre  on  nomme  en  général 
l'nome  une  quantité  compofée  de  deux  termes,  M.  EnUr 
a  jugé  à  propos  d'appeler  ainfî  en  particulier  les  expr^l- 
ilons  que  les  Analyses  franço's  défignent  par  quantités 
^n  partie  ccmmcri/urablcs  ,  &  en  partie  înçoT.rr.cnfurubUst, 
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un  binôme  ,  &  pareillement  y/8-|-\/3  l 
&  il  eft  indifférent  que  ces  deux  termes 
foient  joints  par  le  figne-j-ou  par  le  figne 
— .  Cell:  pourquoi  3— y  5  eft  aufli  bien 
un  binôme  que  S-j-y  J* 

670. 

La  principale  raifon  pour  laquelle  ces 
binômes  méritent  attention  ,  c'eft  que  dans 
la  réfolution  des  équations  du  fécond  degré , 
c'eft  toujours  à  des  quantités  de  cette  forme 
qu'on  parvient ,  lorfque  la  réfolution  ne 
peut  fe  faire.  Par  exemple  ,  l'équation  xx 
t=z6x — 4  donne  x=z^-^yi^. 

On  fent  bien  ,  par  conféquent ,  que  ces 
formmles  doivent  fe  préfenter  fréquemment 
dans  les  calculs  algébriques  ;  aufli  avons- 
nous  eu  foin  plus  haut  de  faire  voir  com- 
ment on  doit  les  traiter  dans  les  opérations 
ordinaires  de  l'Addition  ,  de  la  Souftrac- 
îion  ,  de  la  Multiplication  &  de  la  Divi- 
fion  j  mais  ce  n'eft  qu'à  préfent  que  nous 
femmes  en  état  de  montrer  comment  on 
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doît  en  extraire  les  racines  quarrées ,  c'eft- 
à-dire ,  autant  que  cette  extraction  eft 
poffible  ;  car ,  quand  elle  ne  Teft  pas ,  on 
fe  contente  de  donner  un  nouveau  figne 
radical  à  la  quantité.  La  racine  quarrée  de 

J  +  v/^eftv/TfV^. 

671. 

II  faut  obferver  d'abord  que  les  quarrés 
de  tels  binômes  font  aufîî  des  binômes 
pareils ,  dans  lefquels  même  un  des  termes 
eft  toujours  rationnel. 

Car ,  qu'on  prenne  le  quarre  de  a  +  y/h^ 
on  trouvera  {aa~\-h)-^^~ia\/ h.  Si  donc  il 
s'agilToit  réciproquement  de  prendre  la 
racine  de  la  formule  (^aaA^b)-\'i.a \Jb ,  on 
la  trouveroitz=za-4-v/z.,  &  il  eft,  fans 
contredit,  bien  plus  facile  de  s'en  faire  une 
idée  de  cette  manière ,  que  fi  on  avoir  fim- 
plement  mis  encore  le  figne  y^  devant  cette 
formule.  De  même  ,  {\  on  prend  le  quarre 
de  y  a-\-y/b,ox\\.xo\x\^{a-^b)-\-z\/ab; 
donc  réciproquement  la  racine  quarrée  de 
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(a-f-^)  +  2  y  ab  fera  y/a-\-yb  ^  laquelle 
fera  pareillement  plus  facile  à  faifir,"  que 
fi  on  fe  contentoit  de  mettre  le  figne  y^ 
devant  la  quantité. 

672. 

Il  s'agît  donc  principalement  de  déter- 
miner un  caraftere  qui  puifTe  faire  recon- 
noître  dans  tous  les  cas  fi  une  telle  racine 
quarrée  a  lieu  ou  non.  Nous  commence- 
rons ,  dans  ce  deflein  ,  par  une  formule 
facile  ,  en  cherchant  fi  on  peut  afiïgner , 
dans  le  fens  que  nous  avons  dit  ,  la  racine 
quarrée  du  binôme  ^-\-i\/ 6. 

Suppofons  donc  que  cette  racine  foit  \/x 
U-  \/ y  ;  le  quarre  en  eft  (^-j-j)"^^  V^y  > 
&  il  doit  être  égal  à  la  formule  5  A^  1  y  6. 
Par  conféquent  la  partie  rationnelle  x-^y 
doit  être  égale  à  5  ,  &  la  partie  irration- 
nelle 2  yxy  doit  être  égale  à  2  y  6,  Cette 
dernière  égalité  donne  yxyz=y6  ,  &  xy 
:3=:6.  Or  puifque  ;c4-jX=5  ,  on^y^ztf 
r—x,  &  cette  valeur  fubftituée  dans  l'équa- 
tion 
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\\on  A-yzzz:6  5  produira  ^x-\'Xx:=^6  ,  ou  xx 
=5.v— 6.  Doncx^|+/Ç^-^  =  i 
•-j--5-=:3.  Ainßj(-=3  St^'^i,  d'où  nous 
concluons  que  la  racine  quarrée  de  j  +  2  \6 

673. 

Comme  nous  avons  trouvé  ici  les  deux 
équations,  I.  )  x-\-yz=ii^  ,  &  IL  )  xyz=z6^ 
■nous  allons  indiquer  une  voie  particulière 
pour  en  tirer  les  valeurs  de  x  &  de  j. 

Pulf^que'  ,r-{-yz=:5  ,  qu'on  prenne  les 
quarrés  xx-\-ixy-\-yy^::^i^  ;  faifant  atten^ 
tion  maintenant  que  xx—ixy-^yy  eft  le 
quarre  de  x — y  ,  qu'on  fouftraie  de  xx 
-^  ixy--\-yy:z:zi^  l'équation  xyzzzô  prifa 
quatre  fois  ,  ou  j^xyz=.i4  ,  afin  d'avoir  xx 
• — ixy-Yyy^^^i  i  car  prenant  à  préient 
les  racines  ,  on  a  ;c— yzzzi  ^  &  ^-^-y  étant 
=  5  ,  on  trouvera  aifément  x:=.'^  S>iy=^i. 
Donc  la  racine  quarrée  de  5-|-2v  6  eil: 

V/3+V/2. 

Tome  /.  N  n 
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674. 

Coniidérons  le  binôme  général  a-^\/b  ^  & 
fuppofons  fa  racine  quarrée  ^v^^-^x/y^  nous 
aurons  l'équation  {x-\-y)  +  iy^xyi=:za-\-y/h; 

fouftrayant  ce  quarre  du  quarre  de  l'équa- 
tion .v-j-jcizra ,  ou  de  xx  -[-  ixy-\-yy=zaa  ^ 
il  refle  xx — 'ixy-^yyzzzaa-^b  ^  dont  la  ra- 
cine quarrée  efl:  x-^y:=::yaa  —  b.  Or  x 
^jyzzr^y  nous  avons  donc  ;c3=illl^^lzA  & 

y  z:^lz}—f:±it  j  &  par  conféquent  la  racine 

quarrée  cherchée  de  a-|-  y  ^  efl:  y  !1V^ 


aa-C- 

2 


675. 

Nous  conviendrons  que  cette  formule 
efl:  plus  compliquée  que  fi  l'on  eût  mis 
Amplement  le  figne  radical  y  devant  le 
binôme  donné  a-{-\/b  y  &  qu'on  eût  écrit 

\/a-\-\/bi    Mais   confidérons   que  ladite 
form.ulepeut  felimpliner  beaucoup  ^  lorfque 
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les  nombres  a  èz  h  font  tels  que  aa  —  h 
devient  un  quarre  ,  puifqu'alors  le  figne  y 
qui  eft  fous  le  figne  y  fe  trouve  éliminé. 
Nous  voyons  en  même  temps  qu'on  ne 
peut  extraire  commodément  la  racine  quar-* 
rée  du  binôme  a-^ç-y  b ,  que  lorfque  ai 
— b=icc  ;  car  dans  ce  cas  la  racine  quarree 

cherchée  eil  ^m-|-iyi±I;  Sr  que  {laa. 
—  i  n'eftpas  un  quarre  parfait ,  on  ne  peuf 
indiquer  plus  convenablement  la  racine 
quarrée  de  a-\-y^  b  ^  qu'en  mettant  le  figne 
radical  y  devant  cette  quantité. 

676. 

La  condition  donc  qui  eft  requife  pour 
qu'on  puiffe  exprimer  '  d'une  façon  plus 
commode  la  racine  quarrée  d'un  binomiC 
a-\-yb,  c'eft  que  aa — b  foit  un  quarre  j 
&  il  on  indique  ce  quarre  par  ce  _,  on  aura 

pour  la  racine  quarrée  en  queflion  \/^- 

4-  V  V^«  11  feut  remarquer  de  plus  que  la 

racine  quarrée  de  a—\\bûrd  \/  ~-\/'^  y 


N  n  2 
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car ,  en  prenant  le  quarre  de  cette  formule  y 

/  aa-cc  .  f, 

on  trouve  a — 2  y  —^  •  or  puiique  ccz=a^ 
— 'h  :,  &  par  conféquent  aa  —  cc:i::zb  y  le 
même  quarre  fe  trouve  ^=ra — ly^ -zinza, 

G-j-j. 

Lors  donc  qu'il  s'agit  d'extraire  la  racine 
quarrée  d'un  binôme  tel  que  0  +  y  ^ ,  la 
regle  eft  de  fouftraire  du  quarre  aa  de  la 
partie  rationnelle  le  quarre  b  de  la  partie 
irrationnelle ,  de  prendre  la  racine  quar- 
rée du  refte  ,  &  en  nommant  cette  racine 

Cj  d'écrire  pour  la  racine  cherchée   \^ 

678. 

Qu'on  cherche  la  racine  quarrée  de  2 
^"  V  3  î  ^"  ^  azzzi  &  h^=2'^  y  donc  aa  —  b 
z=zcc=:i  ,  &c=i  j  ainfî  la  racine  cherchée 

Qu'il  s'agifle  de  trouver  la  racine  quarrée 
du  binôme  11-^6  y  2 ,  on  aura  a  ;==;  1 1  , 
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5l  \/  h=z6  \/2;parconféquenti^=:36,2 
^^^72  ,&ß<2 — ^:z:^49-  c^  qui  donne  C3z; 7  • 
&  il  rémlre  de  là  que  la  racine  quarrée  de 
ii  +  6v/2e{lv^9  +  y^2,ou3  +  ^  1. 
Qu'on  cherche  la  racine  quarrée  de  1 1 
+2^/30:  ici  a  =  ii  &  v/'^zzzzv/so^par 
conféquenr  /5— 4.  30=1  20 ,  &  ^^— Z^^izzi , 
&.  czz^i'^  donc  la  racine  cherchée  ;:i=  %/  (J 


-v/5 


679. 

Cette  regle  a  heu  également ,  lors  même 
que  le  binôme  renferme  des  quantités  ima- 
ginaires ou  impoiiibles. 

Soit  propoie,pGr  exem.ple,  le  binôme 
1  4-4  V — 3  ,  on  nura  aziizi  &  y^  bz^ii^y^ 
— 3,  c'eft-à'dire,i:^ir — 48-&  aa — ^=1:^49. 
Donc  c  z=  7  ,  &  par  conféquent  la  racine 
quarrée  qu'on  cherche ;=^  \/4-j-^ — 3:^1=2 

Autre  exemple.  Soit  donné — T  +  rV 

—  3  ,  nous  avons  ^  m:: ^;  ^b^=^\\/' — 3  5. 

&  bzz^'-.  —  y~—K  Donc  aa  —  b='-\^ 

Nn  3 
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rnz  1  ,  8:  ci==:  i  5  &  ie  réfuîtat  cherché  efi 

y  ^4-  V-  l-=l+'¥^  ou  i-f  iv/-  3. 
Un  autre  exemple  reniarquable  eft  cehii 
où  il  s'agit  de  trouver  la  racine  qiiarrée  de 
2  V  —  ; .  Comme  il  n'y  a  point  ici  de  partie 
rationnelle  ,  on  aura  az=:zo  ;  or  y /;::=:  2  y 

1 — l  ßci>^=:^ 4, donc  ^r.  —  l;=:4.8lc:^l; 

par  coniequent  la  racine  quarrée  qu'on 
cherche  eft  y  1  -f-  y  —  i  :=  1  -[-  y  —  i ,  & 
en  effet  le  quarre  de  cette  quantité  eft  i 
^  2  y I i  n:^  2  y 1 . 

680. 

Suppofons  encore  quil  fe  prefentâî  une 
équation  teUe  que  xxz=z:a-r\/ l?^&i  que  aa 
' — l?  fût  1=:  ce;  on  en  côncluroit  la  valeur 

âQx—y^^±y^~,  ce  qui  peut  être 
d'ufage  en  bien  des  cas. 

Soit  5  par  exemple ,  xx  =:  1 7  -[-  i  2  y  2  ^ 
on  aura  .yzz^}-}- y  8:=3-!-2  y  2. 

681. 

Ce  cas  a  eu  lieu  principalement  dans  la  ré- 
foluîion  de  quelques  é(|uations  du  quatrième 
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çlegré^  par  exemple,  de  x'' :=^iaxx-^d. 
Car  n  Ton  fuppofe  xxz=^y^  on  a  x^i^^yy^ 
ce  qui  réduit  Téquation  donnée  à  \yz=:z^ay 
.-|-^,&  d'où  l'on  tire  yz=:a+Vi-'îa-i-ûf,  On 
a  donc  xxzz^a~r\/ aa^d^  &  par  conféquent 
encore  une  extraftion  de  racine  à  faire. 
Or,  puiiqu'ici  \hzi=z  \/aa^J,  on  aura  If 
n^zaa-^-J^Sz  aa — h:zzz — d.  Si  donc  —  t/ eil 
lin  quarre  comme  ce  y  c'eft-à-dire  que  d 
:=: — ce  ^  on  pourra  aiTigner  la  racine  de- 
mandée. 

Suppofons  qu'effectivement  dzzn —  cc^ou 
bien  que  l'équation  du  quatrième  degré 
propofée  foit  x^:i:^iaxx —  ce  ,  nous  trou* 

verons  donc  x  11^  y  ^  +  V^'  ' 

682. 

Nous  rendrons  plus  fenfible,  par  quel- 
ques exemip  les,  ce  que  nous  venons  de  dire. 

i°.  On  cherche  deux  nombres  dont  le 
produit  foit  i  o  5 ,  &  dont  les  quarrés  faiTeni: 
enfemble  274. 

Nn  4 
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Indiquons  ces  deux  nombres  par  x  Sij  j 
nous  aurons  les  deux   équations,  L)  xy 

::^,QK^  &  IL)  XX-\-'yyz:::^l'J4. 

La  première  donne  jk=^-^-  y  &  <^e^^e  va- 
leur dej>'  étant  fubilituée  dans  la  féconde 

équation  ,  nous  avons  ^'^-f-^/l  =^  2,74. 

Donc  x'^^ i  o y^^-ij 4XX j  on  x'^z^ij 4XX 
' — 105% 

Si  nous  comparons  maintenant  cette 
équation  avec  celle  de  l'article  précédent, 
nous  avons  2^  =  2745  &  —  cczz:z —  105^; 
par  conféquent  c  =  io^  ^  Sia^i-i^j,  Nous 
trouvons  par  conféquent 

Il  s'enfuit  de- là  que  x  eft,  our:==J5  ^ 
ou  ==7.  Dans  le  premier  cas  j/i::=;7  ,  dans 
le  fécond  cas  y=  1 5 ,  Donc  les  deux  nora- 
bres  cherchés  font  15  &  7. 

683.  ■ 

il  fera  bon  cependant  de  remarquer  que 
ce  calcul  peut  fe  foire  beaucoup  plus  fa- 
çileme^it  d'une  autre  manière.  Car  puifque 
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xx-{-ixy-^yy  &  xx — ^xy-\-yy  font  des 
quarrés ,  &  que  nous  connciffons  les  va- 
leurs de  xx'\-yy  &  de  A;y  5  nous  n'avons 
qu'à  prendre  le  double  de  cette  dernière 
quantité ,  l'ajouter  à  la  première  &  l'en  fouf« 
traire ,  comme  on  va  voir  :  xx-\-yy'='i^Jii* 
Si  on  y  ajoute  \xy  z=  2 1  o  ,  on  a  xx  +  ?.xy 
-j-jj=:484,  ce  qui  donne  X'\■y^=.^^. 

Souilrayant  à  préfent  ixy ,  il  refte  xx 
' — ixy'\'yyz=64^  d'où  l'on  tire  x—y=S. 

Ainfi  ix:=z^o  &  iy=  14,  &  par  con- 
féquent  at^ij  ^zy^^"/, 

La  queftion  générale  qui  fuit  ,  fe  réfout 
par  la  même  méthode. 

2°.  On  cherche  deux  nombres ,  dont 
le  produit  foit  =  /?2,  &  la  fomme  des 
quarrés=::=7z. 

Si  ces  nombres  font^Tuni^x,  l'autre 
zr=j,  on  a  les  deux  équations  faivantes  : 
I.)  xy-zizzm  ^11.)  xx-^-yyziizn,  Ox  ixy^iizim 
étant  ajouté  à  xx-^-jV'-jzzzi/z  ^  on  a  xx-^^ixy 
+J'y— 72-f-2;7z ,  6^  par  confcquçnt  X'\-y 
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Mais  fouilrajant  ixy^  il  refle  xx — ixy 
v^yyz=in —  im  ^  d'où  l'on  tire  x — y, 
^=^yji — irn;  on  aura  donc  xziiz~^/_n-^ini 

."^I V^'- — ^Fh^y^  \n-^  im—l  y^/z—  xm. 
684. 

3^  On  cherche  deux  nombres  tels  que 
leur  produit  =^  3  5 ,  &  la  différence  de  leurs 
quarrészi:::  24. 

Soit  le  dIus  grand  des  deux  nombres  r:=:x 
&  le  plus  petit  ^:=^y  j  on  aura  les  deux  équa- 
tions Ar^nz:  3  5  ,  &  XX  "—yy  =1^  24  ;  &  les. 
mêmes  avantages  n'ayant  pas  lieu  ici,  on 
procédera  par  la  voie  ordinaire.  La  pre-. 
îïiiere  équation  donne  jy^  =  ~-,  &  ,  en  iiibf- 
tituant  cette  valeur  de  y  dans  la  féconde  , 

on  a  XX — ^111124.  Multipliant  par  xx ^ 
on  a  x^ — 1225  :==:24xx  5  &  A:^z3iz24:rA; 
-I-1225.  Or,  le  fécond  membre  de  cette 
équation  étant  afïefté  du  fîgne  '^  ^  on  ne 
pourra  pas  faire  ufage  de  la  formaile  donnée 
ci-defTus ,  parce  que  ce  étant  zi^  —  1225  y 
c  deWendroit  imaginaire. 
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■     <5uon  fafle  donc  xx  =  -,  on  aura  t^ 

=  24.7+1125,    d'où    l'on   tire   ^=12 

.•4:v^i44+_i225,  ou  rii=::iz±}7;  P^r  con- 

lequent  xx  =  i  2  ^^  }7  5  c  efi-à-d.  ou  =: 49 

ou=, —  25. 

Si  on  adopte  la  première  valeur ,  on  a 

Si  oa  adopte  la  féconde  valeur,  on  a 

A:=:rv/-25     &    J)'::^.^  =  Vr^  =  V 
—  49. 

685. 

Nous  terminerons  ce  Chapitre  par  la 
quePcion  lui  vante  : 

4°.  On  cherche  deux  nombres  tels  qu'il 
y  ait  égalité  entre  leur  fcmm.e ,  leur  pro- 
'duit  &  la  différence  de  leurs  quarrés. 

Soit  X  le  plus  grsnd  des  deux  nombres, 
&:  y  le  plus  petit  ;  il  faudra  que  les  trois 
formiules  qui  fuivent  foient  égales  entre 
elles  :  L  )  la  fomme  x-l-y  ^  IL  )  le  produit 
xy^ill*)  ladiflerenr-e  des  quarrcs  xx—yy. 
Si  l'on    com.pare    la    première   avec    la 
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féconde,  on  a  X'\-y=::.xy ,  ce  qui  donnera 
une  valeur  de  x  ;  car  on^Mr^y=:^xy  —  x 

=^  (j— O5  &  ^"^^^yr,-  Par  conféquent 
^+J— ^5  &  ^:^=3rri?  c'eft-à-dîre  que 
la  fomme  eft  en  effet  égale  au  produit; 
&  c'eft  à  quoi  doit  être  égale  auflî  la  dif- 
férence des  quarrés.  Or  on  a  xx — y  y 
zzn--^ yy  zzzl'-^-^^',  faifant  donc  ceci 

égal  à  la  quantité  trouvée  ^i^^  on  a  -^ 
— ^^fi^x^  divifant  par  yy,  il  vient  j^, 
=^^'  multipliant  par  {y—i  )%  on  a 
y — i::i= — yj"^^}'  ^  P^^  conféquent  y yz=iy 
-|-i.     Cela   donne  y=z^-\-y  ^-;\- izi^l 

+  V^l  ou  y=::^—~-j_  &  on  aura  donc  x 

1+^5 

—  1/^-1- 

Pour  chafTer  la  quantité  fourde  du  déno- 
minateur ,  on  multipliera  les  deux  termes 

par  y^  5  -{-  I  ^  &  on  obtiendra  xi:^—^ 
. 32J/J 

Réponfe.    Le  plus  grand  des  nombres 
cherchés,  ou  x,  ^i:^-^ .  ^  j^  pj.^^  p^^j^^ 

j,:— ::-^.    Ainli  Icur  femme  at-j-vzzzzz 
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4- y  5  ;  Jeur  produit  xy=ii-\-\/ ^  5  & 
puifque  xx=^^^,  & jjzzi:^^,  onaaufîî 
la   différence   des    quarrés    xx  — yy  :=  i 

686. 

Comme  cette  folution  étoit  aflez  longue , 
îl  fera  bon  de  faire  remarquer  qu'on  peut 
Tabréger.  Qu'on  commence  par  faire  la 
fomme  ^-^y  égale  à  la  différence  des 
quarrés  xx — yy  ,  on  aura  x-\-y:zzzxx--yy  ; 
&  divifant  par  x-\-y  ,  à  caufe  de  xx — yy 
=  (x-\-y)  (x — y)  y  on  trouve  î=:^x — y 
&  ;jcri=j>^-{-i.  Par  conféquent  x-\-yzi^iy 
-}-l  ,  Sr  XX — yy^z^iy-^i  ;  de  pIus  le 
produit  xy  ou  yy-\-y  devant  être  égal  à  la 
même  quantité,  on  ^  yy-\-y^=^y'^i  > 
eu  yyzzizy'^i  ,  ce  qui  donne,  comme 
ci-deffus ,  jK  =  '-^. 

687. 

5^.  La  queftion  précédente  nous  conduit 
à  confidérer  encore  celle-ci  :  Trouver  deux 
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nombres  tels ,  qu'il  y  ait  égalité  entre  leur 
fomme  ,  leur  produit  &  la  fomnie  de  leurs 
quarrés. 

Nommons  x  Se  y  les  nombres  cherchés  ^ 
il  faut  qu'il  y  ait  égalité  entre  L)  ^-{-y  i 
IL)xy,  &III.)  xx+yy. 

Comparant  la  première  &  la  féconde 
formule ,  nous  avons  x-\-y=xy  y  d'où  nous 

tirons  -^^==-17  ;  par  conféquent  xy  ou  x-^-y 
^==yiT'  ^^  ^'''-  ^'^^ème  quantité  équivaut  à 
^^+yyy  siî^ii  nous  avons^.^,;^^^  +  yy 
—  ß-^.  Multipliant  par  yy_2j.f1,  le 
produit  eft  y^  —  if  -{-  lyy =/  —yy  , 
ou  y^  =  3y^  — r  3yy  y  S>l  en  divifant  par. 
yy  y  nous  avons  yyzzrjjy —  3  ;  ce  qui  donne 
y^\-V_y^t  — .^  znz^^^  •  par  conféquent 
y_,^4^^  d'où  réfulte  x=^^^ 
en  multiphant  les  deux  termes  par  i— v/— 3  ^ 
le  réfukat  eft  x^zz:-^-^  ou  ^-^^. 

Réponse.  Donc  les  deux  nombres  cher- 
chés font  X  =  ^  ,  &  y  =^^  ,  leur 
fomme  eft  at+J'^^J  >  l^^r  produit  .^7=3  j 
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enfin  ,  jtuifque  xx  =^^  &  y  y  =  ^^^  ^ 
la  (omme  des  quarrés  .T.r-j-yjy=:3. 

688. 

On  peut  abréger  confidérablement  ce 
calcul  par  un  artifice  particulier  ,  cjui  eft 
applicable  auffi  dans  d'autres,  cas.  11  confifte 
â  exprimer  les  nombres  cherchés  par  la 
femme  &  par  la  diiîérence  de  deux 
lettres ,  au  lieu  de  les  indiquer  par  des 
lettres  fimples. 

Qu'on  fiippofe  ,  dans  notre  dernière 
queftion  ,  l'un  des  nom.bres  cherchés  =^ 
-|-y^  &  l'autre  1=::/?  —  q^  leur  fomme  fera 

'  ip  ^  leur  produit  (ev^pp  —  $y  ^  &  la  fom.me 
de  leurs  quarrés  fera  =  ^PP'\''M']  ?  &  -^s 
trois  quantités  doivent  être  égales  enîr'elîes. 
Égalant  d'abord  la  première  à  la  féconde , 
on  a  ^p=pp—qq  y  ce  qui  donne  qq—pp—ip» 
Subftituant  cette  valeur  de  qq  dans  la  troi- 

'  fieme  quantité  ,  &  comparant  le  réfulîaî 
App — AP  avec  la  première  ,  on  a  ip:::^j^pp 
.»^i,p  p  d'où  l'on  tire /?  i^  ^. 


57^  Element 

Par  conféquent  y?= — -,  &  yz=:î^  j 
de  forte  que  les  nombres  que  nous  cher- 
chons font;.  +  ^^^-^,  ßrp^^^l^  ^ 
comme  nous  les-avons  trouvés  ci  deflus. 

CHAPITRE      IX. 

De  la  nature  des  Equations  du  fécond  degré* 


G 


689. 


N  a  vu  fuffifamment  par  ce  qui  pré- 
cède ,  que  les  équations  du  fécond  degré 
font  réfolubles  de  deux  manières  ^  &  cette 
propriété  mérite  à  tous  égards  d'être  exa- 
minée 5  parce  que  la  nature  des  équations 
d'un  degré  fupérieur  ne  peut  que  recevoir 
par-là  beaucoup  de  jour.  Nous  remonte- 
rons donc  avec  plus  d'attention  aux  caufes 
qui  font  que  toute  équation  du  fécond  degré 
admet  une  .double  folution  ;  elles  renfer- 
ment indubitablement  une  propriété  eflen- 

tielle  de  ces  équations, 

69O0 


I* 
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Il  eil  vrai  que  nous  avons  déjà  vu  quâ 
cette  double  fclution  provient  de  ce  que 
la  racine  quarrée  d'un  nombre  quelconque 
peut-être  prife  ,  {bit  pofitive ,  foit  négative  ; 
cependant ,  comme  ce  principe  ne  s'appli- 
queroit  pas  aifément  à  des  équations  de 
tîimenfions  plus  hautes  ,  il  fera  bon  de 
développer  clairement  la  même  propriété 
encore  d'une  autre  manière.  Nous  pren- 
drons pour  exemple  lequation  du  fécond 
degré  ,  x::z=^\  ix — 3  ;  ^  &  nous  donnerons 
une  nouvelle  raifcn ,  par  laquelle  cette  équa- 
tion eft  réfoluble  de  deux  feçons ,  en  ad- 
mettant pour  X  les  deux  valeurs  5  &  7  qui 
lui  fatisfont  également. 

691. 

11  eft  plus  convenable  pour  notre  but , 
de  comm.encer  par  tranfpofer  les  termes 
de  l'équation  ,  de  m.aniere  qu'un  des  mem- 
bres devienne  c  3  cette  équation  prend  par 
Toms  L  ■  O  o 
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conféquent  la  forme  xx  —  iiX'^'^^=:o^ 
&  il  s'agit  à  préfent  de  trouver  un  nombre 
tel  que  ,  fî  on  le  fubftitue  à  ^ ,  la  formule 
XX  —  12X-J-35  fe  réduife  effeélivement  i 
rien  ;  il  fera  queftion  après  cela  de  mon- 
trer pourquoi  cela  peut  fe  faire  de  deux 
manières. 

692. 

Or  le  tout  confifte  ici  à  faire  voir  avec 
clarté  ,  qu'une  quantité  de  la  forme  xx 
—  1  2:r-|-3  5  peut  être  envifagée  comme  le 
produit  de  deux  fafteurs  ;  ainfi  en  effet  la 
formule  dont  nous  parlons  eft  compofée 
des  deux  fafteurs  {x—>^) .  (^^—7).  Carpuifque 
Cette  quantité  doit  fe  réduire  à  o ,  il  faut 
suffi  que  le  produit  {x — 5)  .  {x — 7)  =  c  ; 
mais  un  produit ,  de  quelque  nombre  de 
fafteurs  qu'il  foit  compofé  ,  devient  =  0  , 
lors  même  qu'un  feul  de  ces  fafteurs  fe 
réduit  à  o  ;  c'efl  un  principe  fondamental 
auquel  il  faut  faire  attention ,  fur-tout  quand 
il  s'agit  d'équations  de  plufieurs  degrés. 
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693. 

On  comprend  donc  aifément ,  que  le 
produit  (x  —  5  )  ,{x — 7)  peut  devenir  o  de 
deux  façons  :  Tune  ,  quand  le  premier  fac- 
teur X — 5=0  j  l'autre,  quand  le  fécond 
fafteur  x — yiiziio.  Dans  le  premier  cas 
A'=:r  5  ,  dans  Tautre  cas  xizziy.  La  raifon  eft 
donc  très-claire  ,  pourquoi  une  telle  équa- 
tion XX  —  i2X-j-35=o,  admet  deux 
folutions  ;  c'eft-à-dire ,  pourquoi  on  peut 
affigner  pour  x  deux  valeurs  qui  latisfont 
également  à  l'équation.  Cette  raifon  fon- 
damentale confifte  en  ce  que  la  formule 
jcx  —  1 2  ;c  -j-  3  5  peut  être  repréfentée  par  le 
produit  de  deux  facteurs. 

.     ^94- 

Les  mêmes  circonftances  fe  retrouvent 
dans  toutes  les  équations  du  fécond  degré. 
Car ,  après  avoir  porté  tous  les  termes  d'un 
ißeme  côté  ,  on  ne  manque  jamais  de  par- 
venir à  une  équation  de  la  forme  xx — g,)i 
'  Oo  1 
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Jp^zzzo,  &  cette  formule  peut  toujours 
être  regardée  pareillement  comme  le  pro- 
duit de  deux  fafteurs  ,  que  nous  repréfen- 
rerons  par  (x — p)x — q^  fans  nous  embar- 
raffer  quels  nombres  font  les  valeurs  Aq  p 
&  de  q.  Or  ce  produit  devant  être:==o 
par  la  nature  de  notre  équation,  il  eft  clair 
crue  cela  peut  arriver  de  deux  manières  : 
en  premier  lieu  ,  lorfque  xz=:zp  ;  &  en  fé- 
cond lieu  ,  lorfque  x:=q;&ice  font-là  les 
deux  valeurs  de  x  qui  fatisfont  à  l'équation, 

695. 

Voyons  maintenant  de  quelle  nature 
doivent  être  ces  deux  faveurs ,  pour  que 
la  multiplication  de  l'un  par  l'autre  repro- 
duife  exaPcement  notre  formule  xx—ax 
^b.  Nous  trouvons  ,  en  les  multipliant 
réellement ,  xx  —  {p-\-q)  x  A^pq  y  or  cette 
quantité  doit  être  la  m.eme  chofe  que  xx 
^ax^^h  ^  il  faut  donc  évidemment  que 
pA^qzz^a  y  &l  pq^=^b,  Amfi  nous  apprenons 
cette  propriété  bien  remarquable ,  que  dans 
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toute  cquarion  de  la  forme  xx — ax-A^b:=zo^ 
\qs  deux  valeurs  de  x  Ibnt  telles  que  leur 
ibmme  eft  égale  à  cz ,  &:  leur  produit  égal 
à  6  y  d'où  il  luit  que  ,  dès  qu'on  connoit 
l'une  des  valeurs ,  on  trouve  auffi  l'autre 
facilement. 

69Ö. 

Nous  venons  de  conlidérer  le  cas  où  les 
deux  valeurs  de  x  font  pofitives ,  èz  qui 
exige  que  le  fécond  terme  de  l'équation 
ait  le  figne  — ,  &  que  le  troifieme  terme 
ait  le  figne  -p.  Confidérons  donc  aufii  les 
cas  dans  lefquels  foit  l'une  ou  toutes  les  deux 
valeurs  de  x  deviennent  négatives.  Le  pre- 
mier de  ces  cas  a  lieu  ,  lorfque  les  deux 
fafteurs  de  l'équation  donnent  un  produit 
de  cette  forme  {x — p)  {x~'-q  )  ;  car  alors 
les  deux  valeurs  de  x  font  .v^z:??  àzx:==^ — q  ; 
l'équation  elle-même  devient  .r.r-î-(- — p) 
x — pqz=z:o'^  le  fécond  terme  aie  figne  -|-, 
quand  q  eft  plus  grand  que  ^  ,  &  le  ii^rire 
— 5  quand  ^  eft  plus  petit  que  p  y  ennn  le 
troifieme  terme  eft  toujours  négatif. 

Ü0  ^ 
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Le  fécond  cas ,  où  les  deux  valeurs  de 
xforsX  négatives,  a  lieU;,  lorfque  les  deux 
fafteurs  Ibnt  {xA-p)  (•^+?)  ;  car  on  a 
^^=^ — p  &  xzz^ — q  y  l'équation  elle-même 
devient  xx  ~j-  {p-^q)x-\'pq=i:zo  ,  où  le 
fécond  comme  le  troifieme  terme  font 
afFeftés  du  fîgne  -^» 

697. 

Les  fignes  du  fécond  &  du  troifieme 
terme  nous  font  connoître  par  conféquent 
la  qualité  des  racines  d'une  équation  quel- 
conque du  fécond  degré.  Soit  l'équation 
:>cx  »,,,ax  ...,b=.o  :  fi  le  fécond  &  le  troi- 
fieme term.e  ont  !e  figne  -h  ,  les  deux  valeurs 
de  X  font  négatives  ^  fi  le  fécond  terme  a 
le  figne  — ,  &  que  le  troifieme  terme  ait 
«-[-5  les  deux  valeurs  font  pofitives  j  enfin  , 
fi  le  troifieme  terme  afTefie  de  mêm.e  le 
figne —  ,  une  des  valeurs  en  quefl:ion  eft 
pofitive.  Mais  dans  tous  les  cas  au  refl:e  le 
fécond  termae  contient  la  fomm.e  des  deux 
valeurs ,  &  le  troifieme  terme  contient  leur 
produit. 
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698. 

On  trouvera  très-facile  ,  après  ce  qui  a 
été  dit ,  ce  former  des  équations  du  fécond 
degré  qui  renferment  deux  valeurs  données 
à  volonté.  On  demande  ,  par  exemple ,  une 
équation  telle  que  l'une  des  valeurs  de  x 
foit  7  ,  &:  que  l'autre  foit  —  3.  Qu'on  forme 
d'abord  les  équations  fimples  ^-=17  &  x 
=  —  3  ;  enfuite  de-là  celles-ci ,  .r  —  7  =  0 
&  ;v  -[-  3  :zzz  Ü  ,  on  aura  de  cette  manière 
les  fafteurs  de  l'équation  cherchée  ,  laquelle 
devient  par  conféquent  .v.v — 4X  —  2  iz==o. 
Auffi  en  appliquant  ici  la  regle  donnée  plus 
haut,  trouve-t-on  les  deux  valeurs  de  x 
fuppofées;  car  li  xxzziz^x -\-  2.1  ,  on  a  x 
:=:2  +  y  2j  zzz:i-j-_^ ,  c'cft-à-dire  ,v::=7^ou 

A  =  — 3. 

699. 

II  peut  arriver  aufii  que  les  valeurs  de 
X  deviennent  égales  :  qu'on  cherche  ,  par 
exemple ,  une  équation  où  ces  deux  valeurs 
foienti^  5  ,  les  deux  facleurs  feront  (  x — ^  ) 

Oo.  4 


584  E   L    É   M   E   N    s 

{x  —  5)5&   réquatioR  cherchée  fera  xx 

—  1  o.T-|-  2  5  =  o.  Dans  cette  équation  x 
paroît  n'avoir  qu'une  valeur  ;  mais  c'eft  que 
X  ie  trouve  doublement  z=r  5  ,  commie  la 
folution  ordinaire  le  fait  voir  pareillement  ; 
car  onax-x=:r. ïOA" — 15  ;  donc  x  =  5+y  o 
t=iL<{-\-o^  c'eft-à-dire  crue  x  eft  de  deux 
façons  :i^  5. 

700. 
Un  cas  remarquable  fur-tout ,  &  qui 
arrive  quelquefois ,  c'eft  celui  où  les  deux 
valeurs  de  x  deviennent  imaginaires  ou  im- 
poffibles  ;  car  il  eft  tout-à-fait  impoflible 
alors  d'affigner  pour  x  une  valeur  telle 
qu'elle  (atisfafie  à  l'équation.  Qu'on  fe  pro- 
pofe,  par  exemple  ,  de  partager  le  nombre 
1  o  en  deux  parties  ,  telles  que  leur  pro- 
duit foit  3c  5  fi  on  nommic  x  une  de  ces 
parties ,  l'autre  feran^:  j  o  —  x ,  &  leur  pro- 
duit fera  \ox  —  xx  ==: 3 o  ;  donc  xx  zm  1  ox 

—  ]o,&  xzzzL-^  -fi/ — 5 ,  ce  qui  eft  un  nom- 
bre imaginaire  qui  apprend  que  la  queftion 
eft  impofTibîe. 
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701. 

li  ell:  donc  très-important  de  trouver  un 
iîgne  auquel  on  puifle  reconnoître  fur  le 
champ  fi  une  équation  du  fécond  degré 
eil:  poffible  ou  (i  elle  ne  l'efl:  pas. 

Reprenons  l'équation  générale  xx  —  ax 
^^b^zio  ^  nous  aurons  xx ziiiax  —  h ^  &i  x 

=:^la+\/ ~aa — 1\  On  voit  par-là  que  fi /5 
efi:  plus  grand  que  -aa  ^  ou  4I?  plus  grand 

que  aa ,  les  deux  valeurs  de  x  deviennent 
toujours  imaginaires ,  vu  qu'il  s'agiroit  d'ex- 
traire la  racine  quarrée  d'une  quantité 
négative ,  <Sc  au  contraire  ,  que  fi  l^  eft  plus 
petit  que  -  ^.1.  ou  même  plus  petit  que  o, 

c'eft-à-dire  que  ce  foit  un  nombre  négatif, 
les  deux  valeurs  feront  poffibles  ou  réelles. 
Au  refie  ,  qu'elles  fjient  réelles  ou  qu'elles 
foient  imagmaires ,  il  n'en  efi:  pas  m.oins 
vrai  qu'on  pourra  toujours  les  exprim.er, 
èz  qu'elles  ont  auffi  toujours  la  propriété 
que  leur  fcmp:e  efr^=:^,&  leur  produit 
:::^  L  Dans  i'c:quatio n  xx  —  6 x  -[-  i  g  :=^  o  ^ 


jB6  Elément 

par  exemple  ,  la  Tomme  des  deux  valeurs 
de  X  doit  être  3=:  6  ,  &  le  produit  de  ces 
deux  valeurs  doit  être=  1  o ,  or  on  trouve, 

quantités  dont  la  fomme  :=  6  ,  &  le  pro- 
duit ::=  10. 

702. 
Le  caractère  que  nous  venons  de  trouver 
peut  s'exprimer  d'une  manière  encore  plus 
générale  ,  &  de  façon  a  pouvoir  même  être 
appliqué  aux  équations  de  cette  forme, 
fxx  +  P^x-\'h=i:^o  'y  car  cette  équation  donne 

a:=^ïIÂ}ÙlzJM},  d'où  l'on  infère  que  les 
deux  valeurs  font  imaginaires ,  &  par  con- 
féquent  l'équation  impoffible ,  quand  4ffi 
eft  plus  grand  que^g^y  c'eft-à-dire,  lorfque 
dans  réquation /a';c — gx-^hii^o  ^  le  qua- 
druple du  produit  du  premier  &  du  dernier 
ïerme  furpaffe  le  quarre  du  fécond  terme  ^ 
car  ce  produit  du  premier  &  du  dernier 
terme,  pris  quatre  fois,  eft  4fhxx y  &  le 
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quarré  du  terme  moyen  eft  ggxx  ;  or  fï 
j^fixx  eft  plus  grand  que  ggxx  ,  4^/2  eft 
auflî  plus  grand  que  gg ,  &^  dans  ce  cas 
l'équation  eft  évidemment  impoffible.  Dans 
tous  les  autres  cas  l'équation  eft  poffible ,  & 
on  peut  afligner  deux  valeurs  réelles  pour 
X  y  il  eft  vrai  que  fouvent  elles  deviennent 
irrationnelles  ;  mais  nous  avons  vu  plus  haut 
que  dans  ces  cas  on  ne  laifle  pas  de  pouvoir 
les  connoître  en  approchant  autant  qu'on 
veut  ;  au  lieu  qu'aucune  approximation  ne 
£àuroit  avoir  lieu  pour  les  expreffions  ima- 
ginaires ,  telles  que  y  —  5  ;  car  1 00  eft 
auflî  éloigrné  d'être  la  valeur,  de  cette 
racine,  que  l'eft  1  ou  un  autre  nombre 
quelconque. 

703. 

Nous  avons  encore  à  faire  remarquer 
qu'une  formule  quelconque  du  fécond 
degré,  xx  +  ax  +  k  ^eik  toujours  néceffaire- 
ment  réfoluble  en  deux  fafteiirs ,  tels  que 
i^^p)  (^i?)»    Car  fi  l'on  prenoit  trois 
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fafteiirs  pareils  à  ceux-là  ,  on  parvîendroît 
à  une  quantité  du  troiiîeme  degré  ,  oc  en 
ne  prenant  qu'un  feul  fafteur  pareil  ,  on 
ne  pafieroit  pas  le  premier  degré. 

C'eft  donc  un  point  qui  eft  au-deffus  de 
toute  conteftation  ,  que  toute  équation  du 
fécond  degré  renferme  neceffairement  deux 
valeurs  de  x  ^  &  qu'il  ne  peut  y  en  avoir 
moins  ou  davantage. 

704. 

Nous  avons  déjà  vu  que  quand  on  a 
trouvé  les  deux  fafteurs ,  on  connoît  auffi 
les  deux  valeurs  de  x ,  vu  que  chaque  fac- 
teur donne  une  de  ces  valeurs ,  quand  on 
le  fuppofe  =:::  o.  L'invcrfc  a  lieu  pareille- 
ment, c'efl-à-dire  que  dès  qu'on  a  trouvé 
une  valeur  de  x  ,  on  connoît  aufiî  un  des 
fadeurs  de  l'équation  j  car  fi  xz^p  indique 
une  des  valeurs  de  x  dans  une  équation 
quelconque  du  fécond  degré ,  x  — p  eft  un 
des  fcfteurs  de  cette  équation  j  c'eft-à-dire 
que  tous  les  termes  ayant  été  portés  du 
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nTiême  c6té  ,  l'équation  eft  divifîb'e  par 
x^  ,  &  qui  plus  efl: ,  le  quotient  exprime 
l'autre  fafteur. 

705- 

Soit  donnée  ,  pour  éclaircir  mieux  ce 
que  nous  venons  de  dire  ,  l'équation  xx 
-[-4X  —  2i=:o,  de  laquelle  nous  favons 
que  .vz=i5  eft  une  des  valeurs  de  x ,  parce 
que  3.  3-1-4.3  —  21  =  0;  cela  nous  fait 
juger  que  .v  —  3  eft  un  des  fafteurs  de  cette 
équation ,  ou  que  xx-^-^x  —  21  eft  divifible 
par  X — 3  ,  &  en  effet  la  divifion  faivante 
le  fait  voir. 

X — j)  xx-\-4x — 21  {x--\-j 

XX —  3X 

jx  —  21 
jx — 21 


o. 

Ainfi  l'autre  fafteur  eft  x-{-7  ,  &  notre 
équation  fe  repréfente  par  le  produit  (  a-— 3  ) 
{x--\-'j)zzz:o  j  d'où  s'enfuivent  immédia- 
tement les  deux  valeurs  de  x ,  le  premier 
fafteur  donnant  x  =  3  ,  &  l'autre  facteur 
donnant  x:^^ — 7* 


î9o 
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CHAPITRE     X. 

Des  Equations  pures  du  troißeme  degrés 

706. 

V>l  N  dit  d'une  équation  du  troifiemé^ 
degré  ,  qu'elle  t{\.pure  y  lorfque  le  cube  de 
la  quantité  inconnue  eft  égal  à  une  quan- 
tité connue  ,  fans  que  ni  le  quarre  de 
l'inconnue  ni  l'inconnue  même  fe  trouvent 
dans  l'équation. 

jc^  =  I  2  5  ,  ou  plus  généralement  ^'z=  a  ^ 

x'=:jy  font  des  équations  de  ce  genre* 

707. 

11  eft  clair  comment  on  doit  tirer  la 
valeur  de  x  d'une  telle  équation ,  vu  qu'on 
n'a  befoin  que  d'extraire  des  deux  côtés  la 
racine  cubique.  L'équation  x^zisi  25  donne 

jc:=5  5  l'équation  x'^=za  donne  a-^i:  y  a^ 
&  l'équation  a-^:==:|- donne  ,y=;=; y  ^,  ou  a: 
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=  -7^.  IL  fuffit  donc  qu'on  ait  appris  à  ex- 

yb 

traire  la  racine  cubique  d'un  nombre  pro- 
pofé ,  pour  qu'on  foit  en  état  de  réfoudre 
de  femblables  équations, 

708. 

On  n'obtient  de  cette  matière  qu'une 
feule  valeur  pour  x  y  cependant  toute  équa- 
tion du  fécond  degré  ayant  deux  valeurs , 
on  eft  fondé  à  foupçonnèr  qu'une  équation 
du  troifieme  degré  a  pareillement  plus  d'une 
valeur;  il  vaudra  donc  la  peine  d'appro- 
fondir la  chofe  ,  &  en  cas  qu'ion  trouve 
qu'une  telle  équation  doit  avoir  plufieurs 
valeurs  pour  x^  de  déterminer  ces  valeurs, 

709. 
Confidérons ,  par  exemple ,  l'équation 
x'=:::8  5  daus  la  vue  d'en  conclure  tou5 
les  nombres  dont  le  cube  eft  8.  Comme 
A'izm  eft  fans  contredit  un  tel  nombre  ,  il 
faut ,  d'après  le  Chapitre  précédent ,  que 
la  formule  x^— 8=0^  foit  nécefiairement 
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divifible  par   jc— i.    Faifons   donc    cette 
divifion  : 

X — x)  X' — 8     (xX'^zx-^4 


X' 

2.XX 

2XX- 

-8 

IXX- 

-4X 

4X- 

-8 

4X- 

-8 

II  s'enfuit  que  notre  équation  x  '  —  8:==iO 
peut  fe  repréfenter  par  ces  fafteurs-ci  : 

(x 1)    {xX'-\'lX'\-^)  =  0. 

VIO. 

Or  la  queftion  eft  de  favoir  quel  nombre 
on  doit  fubitituer  à  la  place  de  x  ^  pour  que 
x^=::^S  ,  ou  que  X'  —  8:=o;  &  il  eft  clair 
qu'on  fatisfait  à  cette  condition ,  en  fuppo- 
fent^^o  le  produit  que  nous  venons  de 
trouver  j  mais  cela  arrive  non-feulement 
quand  le  premier  fafteur  x  —  i^zzzo ,  d'où 
réfulte  X  in:::  2  j  mais  aufli  quand  le  fécond 

fafteuT 
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faveur  ^^^+2^4-4  =  0.  Qu'on  faiTe  donc 

&  de  là  x=,~i  +  v/— 3. 
711. 

Outre  le  cas  donc  où  xz=:i ,  qui  fatif- 
fait  à  l'équation  at^'^ziS  ,  nous  avons  en- 
core pour  X  deux  autres  valeurs  dont  les 
€ubes  font  pareillement  8  ,  &  qui  font  : 
L)^=-i  +  v/-3  5&  ÎI.)  x=:~i-\/~i. 
On  n'en  doutera  plus ,  fi  on  prend  les 
cubes  effeftivement  comme  nous  allons 
faire  : 


1+    y/— 3 

1+  »/     5 

—1—  V/-3 

—  1—    y/— 3 

1       v/    3 
/     3     3 
— z — 2j/ — 3  quarré 
—  «4-  v/— 3 

1+  v/— 5 

—  v/— 3— 3 

—  i-j-Zy/— 3 

—  I—   y/— 3 

2-1-2,/        5 

— V— 3+<î 

8      cube. 
7o/ne  /, 

2         2v/        5 
+  2./-3+6 

8. 
Pp 
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Il  efl:  vrai  que  ces  deux  valeurs  font 
imaginaires  ou  impoiTibles  ;  mais  elles  mé- 
ritent cependant  qu'on  y  faffe  attention. 

712. 

Ce  que  nous  venons  de  voir  a  lieu  en 
général  pour  toute  équation  cubique ,  telle 
que  X' :=!:::  a  ;  on  trouvera  toujours  outre  la 

valeur  x—  y  a^  encore  deux  autres  valeurs. 

Qu'on  fuppofe,  pour  abréger,  y  az=:c ^  de 
forte  que  azznc ^  notre  équation  prendra 
cette  forme  ^  x^  — c^  zzzo ,  qui  fera  divifible 
par  X  —  c  y  comme  la  divifion  effective  le 
tait  voir  : 

,v — c)  x"^  —  c^  {xx-\-cx-\-cc 


ex  X  —  c^ 
c  X  X  —  ccx 


ccx — c 
CCX  —  c^ 
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Par  conféquent  l'équation  en  queftioiî 
peut  être  repréfentée  par  le  produit  (  x — c} 
{xx-^cx-\-cc)-=^o  ,  qui  eft  en  effet ii^ro, 
non-feulement  lorfque  x — c:i:^o  ,  ou  xzz^Cy 
mais  auffi  quand  xx  -\-cx-\-cc=:^o.  Or  cette 
formule  contient  deux  autres  valeurs  de  x  ; 
car  elle  donne  .rA^zm — cx—cc^,  &  a'= — ~ 
+  \/^— ccj,  ou  xz=z ""-/-""  j   c'eft-à'dire, 


-c-^cV-i -iz:i/-3 
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Or  comme  €  avoit  été  mis  à  la  place 

de  ya^  nous  en  inférons  que  toute  équa- 
tion du  troifîeme  degré  ,  de  la  forme  .v^ 
:=::::a^  fournit  trois  valeurs  pour  x  exprimées 
de  la  manière  fuivante  : 

I.)  xzizz^a,  \\.)xz=z.~"^^^'\  y/ a, 

llh)x=^l^,^a. 

On  voit  par-là  que  chaque  racine  cubique 
a  trois  différentes  valeurs  ^  mai^  qu'une 
feule  eil  réelle  ou  poffible  ,  les  deux  autres 

Pp    z 
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étant  împoffibles.  Cela  eft  d'autant  plus  à 
remarquer ,  que  toute  racine  quarrée  a  deux 
valeurs ,  &  que  nous  verrons  plus  bas  qu'une 
racine  bi- quarrée  a  quatre  valeurs  diffé- 
rentes ,  qu'une  racine  cinquième  a  cinq 
valeurs  ,  &  ainfi  de  fuite. 

11  eft  vrai  que  dans  les  calculs  ordinaires 
on  n'emploie  que  la  première  de  ces  trois 
valeurs ,  parce  que  les  deux  autres  font 
imaginaires  ^  c'eft  ce  que  nous  confirme- 
rons par  quelques  exemples. 

714. 

Première  queßion.  Trouver  un  nombre 
tel  que  fon  quarre  multiplié  par  fon  quart 
produife  432. 

Que  X  foit  ce  nombre ,  il  faut  que  le 
produit  de  xx  multiplié  par  -  x  foit  égal  au 
nombre  431,  c'eft-à-dire  que -x- ^1^:4-,  2  , 
&  que  x'' zi^vji'^.  Qu'on  extraie  la  racine 
cubiaue  ,  on  aura  xni^ii, 

Réponfe,  Le  nombre  cherché  eft  1  2  ;  car 
fon  quarre  1 44 ,  multiplié  par  fon  quart  eu 
par  3  ,  donne  43  2, 
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Seconde  queßlon.  Je  cherche  un  nombre 
tel ,  qu'en  divilant  fa  quatrième  puiffance 
par  fa  moitié,  &  en  ajoutant  i4;j  au  pro- 
duit ,  il  me  vienne  100. 

Je  nommerai  ce  nombre  x  y  fa  quatrième 
puiffance  fera  a-^  j  divifant  par  la  moitié  ^  x  , 
j'ai  2^',&  il  faut  qu'en  ajoutant  14-,  la 
fomme  foit  100  ;  j'ai  donc  ix^'-\-\j^~ 
:=^  ico;fouftrayant  i4-5ilrefte  ix'=l^-^  ; 
divifant  par  2  ,  j'ai  x^z^^-^-,  &  prenant  la 
racine  cubique,  j'obtiens  enfin  a; ^=j. 


/ 


16, 


Troißeme  queßion.  Quelques  Capitaines 
fe  trouvent  en  campagne  ;  chacun  com- 
mande à  trois  fois  autant  de  Cavaliers ,  & 
à  vingt  fois  autant  de  Fantaiïïns  qu'ils  {or\x. 
de  Capitaines.  Un  Cavaher  reçoit  chaque 
mois  pour  fa  pa}-e  autant  de  florins  qu'il  y 
a  de  Capitaines ,  &  chaque  Fantaffm  reçoit 

Pp3 
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la  moitié  de  cette  paye  j  la  depenfe  totale 
par  mois  eft  de  1 3000  florins  j  on  demande 
combien  il  y  a  de  Capitaines  ? 

Soit  X  le  nombre  cherché  ,  chaque  Ca- 
pitaine aura  fous  lui  \x  Cavaliers  &  lox 
Fantaflins. .  Ainfi  le  nombre  total  des  Ca- 
valiers eft  -^xx ^  61  celui  des  Fantaflins  eft 
20A-r.  Or,  chaque  Cavalier  recevant  par 
mois  X  florins ,  de  chaque  Fantaflin  rece- 
vant ~x  uOY,  la  paye  des  Cavaliers ,  à  cha- 
rue  mois.^  Te  monte  à  3  ;i%  &  celle  des 
Fantafllns  eft  ic:i'"  ;  ils  reçoivent  donc  tous 
bnfemble  i}^:'  flor.  &  cette  fomme  doit 
équivaloir  à  13000  florins;  on  a  donc  i^x^ 
n:^  1 30C0,  ou;c^=:=  iooo,&  xz::^  10, nom- 
bre cherché  des  Capitaines. 

717. 

Quatrième  queßion.  Quelques  Négocians 
entrent  en  fociété  ,  &  chacun  contribue 
cent  fois  autant  qu'il  y  a  d'Aflbciés  ;  ils  en- 
voient un  Faßeur  à  Venife  pour  faire  valoir 
ce  capital  3  ce  Fafteur  gagne  pour  cent 


i 
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feqiiîns^  deux  fois  autant  ce  fequiiis  qu'il 
y  a  d'Intérefies ,  &  il  revient  avec  2662 
fequins  de  profit  ;  on  demande  le  nombre 
des  Afîbciés  ? 

Si  ce  noxTibre  ef}  fuppofé  =  x,  chacun 
des' Négocians  affocies  aura  fourni  \o<.x 
fequins  ,  &:  le  capital  entier  aura  été  de 
\OQxx  fequins  ;  or  le  profit  étant  de  i;^; 
pour  ICO,  le  capital  aura  rapporté  ix'\ 
àinfiil  faut  faire  ix- =  26Ö2  ,  ou  x'=:i  33 1  ; 
cela  donne  :v:^=  1 1  ,  &  c'efl  le  nombre  des 
Affocies. 

71  o. 

Cinquième  queß>  Une  Payfanne  échange 
des  fromages  contre  des  poules ,  à  raifon 
de  deux  fromages  pour  trois  poules  ;  ces 
poules  pondent  chacune  ^  autant  d'oeufs 
qu'il  y  a  de  poules  ;  la  Payfanne  vend  au. 
marché  neuf  œufs  pour  autant  de  fous  que 
chaque  poule  a  pondu  d'œufs ,  &  elle  tire 
7 1  fous  ;  on  demande  combien  de  fromages 
elle  a  échangé  ? 

Pp   4 
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Soit  le  nombre  des  fromages  =  x ,  celui 
des  poules  que  la  Payfanne  aura  reçues 
en  échange  fera=:[A:/&  chaque  poule 
pondant  \  x  œufs ,  le  nombre  des  œufs  fera 
^=^\xx.  Or  neuf  œufs  fe  vendent  pour  ^  a: 
fous,  ainfi  l'argent  que ^ ata:  œufs  produi- 
fent,  Qk~x' ^  &  il  faut  que  ^Ar^^yi. 
Par  conféquent  :^'=  24. 721==  8.3,8. 9^=18 
•8.27,  &  x=:  1 2  j  c'eft-à-dire  que  la  Pay- 
fanne a  échangé  douze  fromages  contre 
dix-huit  poules. 


,        CHAPITRE     XL 

De  la  réfolution  des  Equations  çomplettes 
du  trolßeme  degrés 

719- 

^)  NE  équation  du  troifieme  degré  eft  dite 
compleite  ^  lorfqu^elle  renfermé ,  outre  le 
cube  de  l'inconnue,  auffi  cette  quantité 
inconnue  elle-même .  &  le  quarre  de  cette 
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quantité;  de  forte  que  la  formule  générale 
pour  toutes  ces  équations ,  en  portant  tous 
les  termes  d'un  même  côté ,  eil: 

C'eft  à  faire  voir  comment  on  doit  tirer 
de  telles  équations  les  valeurs  de  x  ^  qu'on 
nomme  auflî  les  racines  de  l'équation ,  que 
nous  deftinons  ce  Chapitre.  Nous  fuppo- 
ferons  qu'on  n'a  aucun  doute  qu'une  telle 
équation  n'ait  trois  racines,  après  que  nous 
avons  fait  voir  dans  le  Chapitre  précédent 
que  cela  efl:  vrai  à  l'égard  des  équations 
pures  du  même  degré. 

720. 

Nous  confidérerons  d'abord  l'équation 
x^' —  6xx'\-  1 1  X  —  6:1=1:0  ;  &  de  même 
qu'une  équation  du  fécond  degré  peut  être 
regardée  comme  étant  le  produit  de  deux 
fafteùrs ,  on  peut  repréfenter  une  équation 
du  troifieme  degré  par  le  produit  de  trois 
facteurs  qui  font  dans  notre  cas ,  {x  —  i  ) 
(;t= —  x)  {x —  3):=05  puifqu'en  les  mul- 
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tipliant  effeftivement  on  parvient  à  l'équa- 
tion donnée  ;  car  (  x  —  i  )  .  (  x  —  2  )  donne 
XX — ix-\-i^  &  multipliant  ceci  par  a- — 3 
on  trouve  x* — ö.v,v-{-i  \x  —  6,  ce  qwi  eft 
en  effet  la  formule  prefcrite ,  &  qui  doit 
être^^o.  Or  ,  cela  a  lieu  par  conféquent^ 
quand  le  produit  (a-— i)  (r — i){x — 3)fe 
réduit  à  rien;  &  comme  i!  fuffit  pour  cet 
effet  qu'un  feul  de  ces  fafteurs  foiti^o , 
trois  différens  cas  peuvent  donner  ce  réful- 
tat  ,  favoir  a- — j  z=z:o  ,  ou  A*=r  i  5  en 
fécond  lieu,  x —  2 zur o,  ou  a*  =  2  ;  &  en 
troifieme  lieu  ,  x — }  =  o,  ou  x^^t,. 

On  voit  fur  le  champ  auffi ,  que  fi  on 
fubfriîuoit  à  la  place  de  a:  un  nombre  quel- 
conque, autre  qu'un  des  trois  ci-deffus, 
aucun  des  trois  fafteurs  ne  deviendroit^z^O;, 
&  par  conféquent  que  le  produit  ne  de- 
viendroit  pas  o  non  plus  ;  ce  qui  prouve 
que  notre  équation  ne  peut  avoir  d'autre 
racine  que  ces  trois  racines-là. 
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721. 

Si  l'on  pouvûit  dans  tout  autre  cas 
afligner  de  même  les  trois  fafteurs  d'une 
telle  équation  ,  on  auroit  immédiatement 
fes  trois  racines.  Confidérons  donc  d'une 
manière  plus  générale  ces  trois  faveurs ,  x 
— p  y  X  —  j  ,  A"  —  ry  fi  nous  cherchons  leur 
produit,  le  premier  multiplié  par  le  fécond 
donne  xx  —  (P']-'^])  ^'i^F9  ?  ^^  ^^  produit 
multiplié  par  x  —  /-fait  x- — (/^~["?"}"^) 
XX ^(p^  +/^^-r  qr)  x  —pqr. 

Or  h  cette  formule  doit  devenir r=::o, 
cela  peut  arriver  dans  trois  cas  :  le  premier 
eft  celui  eu  x  — p:=^o  ,  ou  x-=^p  y  le  fécond 
a  lieu  quand  .v  —  .y  =1^0,  ou  x:zzzq^\e  troi- 
fieme  cas  eil:  celui  de  x  —  /•^=::o,*ou  de 
xzi^r. 

722. 

Repréf^ntons  maintenant  la  formule  trou- 
vée par  l'équation  x" — axx^bx — c::r=c^  il 
eft  clair  que  pour  que  {qs  trois  racines  foient 
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1.)  x:=p  ,  II.  )  x==zq  ,  III.  )  x=zr ,  il  faut  1*. 
que  az=:p-{-q~\-r ,  2^  que  h=pq-\-pr-\^qr  , 
&  ^°.  que  czi:zpqr,  Ainfi  nous  apprenons 
par-là  que  le  fécond  terme  contient  la 
fomme  des  trois  racines  ,  que  le  troifîeme 
terme  contient  la  fomme  des  produits  des 
racines  prifes  deux  à  deux ,  enfin  que  le 
quatrième  terme  eft  formé  du  produit  de 
toutes  les  trois  racines  multipliées  Iqß  unes 
par  les  autres. 

Cette  dernière  propriété  nous  préfente 
aufiî-tôt  une  vérité  importante  ,  qui  eft 
qu'une  équation  du  troifieme  degré  ne  peut 
certainement  avoir  d'autres  racines  ration- 
nelles que  des  divifeurs  du  dernier  terme  j 
car  puifque  ce  terme  eft  le  produit  des  trois 
racines ,  il  faut  qu'il  foit  divifible  par  cha- 
cune d'elles.  On  voit  donc  fur  le  champ , 
lorfqu'on  veut  chercher  une  racine  par  le 
tâtonnement ,  de  quels  nombres  on  doit 
faire  l'effai  (*). 

{ *  )  On  verra  dans  la  fuite  ,   que  cette  propriété  efl 
^        générale  pour  les  équations  d'un  degré  quelconque.    Au 
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Si  nous  confidérons,  pour  nous  expli- 
quer mieux  ,  l'équation  x^'  =  x  -\-b  ^  ou  a:^ 
—  X — 6:1^05  comme  cette  équation  ne 
peut  avoir  d'autres  racines  rationnelles  que 
^Qs  nombres  qui  font  fafteurs  du  dernier 
terme  6 ,  nous  n'avons  befoin  d'effayer  que 
les  nombres  i  ,  2  ,  3  ,  6  ,  &  voici  le  détail 
de  ces  effais  : 

I.)  Si  .vzi^i  ,  on  a  i  —  i— 6zz=— 5. 
IL)  Si  x:iii:i,  on  a  8 — 2 — 6=0. 
III.)  Si  ^v^=3  ,  on  a   27 — 3 — 6:1^18. 
IV.)  Si  x=l6  j  on  a  216 — 6 — 6=204, 

Nous  voyons  par-là  que  x  =  2  eft  une 
des  racines  de  l'équation  propofée  ,  &  fa- 
chant  cela  il  nous  eft  facile  de  trouver  les 
deux  autres  ;  car  x  1=2  étant  une  des  ra- 
cines ,  X — 2  eil:  un  fafteur  de  l'équation, 
&z  on  n'a  donc  qu'à  chercher  l'autre  faîleur 
par  la  voie  de  la  Divifion  3  ainfi  que  nous 
allons  le  faire  : 

rede  comme  ce  t?,tonnement  exi^e  qu'en  connoiiTe  tous 
les  divifeurs  da  dernier  terme  de  l'équation  ,  on  peut 
ivoir  recours  pour  cela  aux  tables  indiquées  à  l'art.  66, 


éo6  Element 

X Z)  X^' .V 6  (xA'--[-2X-[-3 


XXX — X  —  6 
zxx — 4^ 


3^ — S 


Puis  donc  que  notre  formule  fe  repré- 
fente  par  le  produit  (  x — i)  (.a'x-}-ix^3)  , 
elle  deviendra  .1=::  o ,  non-feulement  quand 
X — 2:=:o,  mais  aulîî  quand  xx-\-ix 
.-[-  3  iziio.  Or  ce  dernier  fafteur  donne  xx 
rz:i — IX — 3  ,  &  par  conféquent  xz=zi — i 
+y/ — 2.  Ce  font  donc  ici  les  deux  autres 
racines  de  notre  équation  ,  lefquelles  font , 
comme  on  le  voit ,  impoffibles  ou  ima- 
ginaires. 

723. 

La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  ^  1 
n  eft  applicable  immédiatement  que  lorfque 
le  premier  rerme  x^  qù.  multiplié  par  i  , 
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&  que  les  autres  termes  de  l'équatiion  ont 
pour  coefficiens  des  nombres  entiers.  Quand 
cette  condition  n'a  pas  lieu  ,  il  faut  com- 
mencer par  une  préparation  qui  confilLe 
à  transfo*-mer  l'équation  en  une  autre  qui 
ait  la  condition  requife ,  après  quoi  on  fait 
l'effai  que  nous  avons  dit. 

Soit  donnée  ,  par  exemple  ,  l'équation 
x' —  \xx-W—x  —  ^=iro  ;  commc cllc rcn- 
ferme  des  quarts,  qu'on  falTe  .rzm^-,  on 
^y^x2.'-—''^-Y''^—'-^o,  &  en  niuiti- 

8  4       '       S  4 

pliant  par  h  ,  on  obtiendra  l'équation  jy' 
—  ^yy  ~1^  ^  ^y — ^  ^=^0  ,  dont  les  racines 
font ,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut , 
yzzzLi  ,  y=  2 ,  ^"^=3  j  d'où  il  s'enfuit  que 
dans  l'équation  propofée  on  a  l,);ciiz:^-, 

724. 

Qu'on  ait  une  équation^  dont  le  pre- 
mier terme  ait  pour  coefficient  un  nombre 
entier  autre  que  i ,  &  dont  le  dernier  terme 
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foit  I  >  par  exemple  5  6x'^ — wxx-^-ôx 

—  i==:^o  j  (i  on  divife  par  6,  on  aura  ;f' 
' — "^xx-^-x  —  |=:r:Q;on  pourroit  purger 
cette  équation  des  fraftions ,  par  la  regle 
que  nous  venons  de  donner ,  en  fuppofant 
:r=:^;caronauroit^ — ^+1 — \^^0j 

6  '  .  2i6  2IÖ     16  6  ' 

&  en  multipliant  par  216,  il  viendroit  y' 
— ^^yy^^^y — 36  =  0.  Mais  comme  il 
feroit  trop  long  de  faire  l'effai  avec  tous  les 
divifeurs  du  nombre  36  ,  remarquons  que 
puifque  le  dernier  terme  de  l'équation  pri- 
mitive efl  I  ,  il  vaut  mieux  fuppofer  dans 
cette  équation  x=z-'j  car  on  aura  Téqua- 

^•6        11,6  .         1  •  iw 

tion  — ^-["7  — 1=0,   qui  multipliée 

par  :^^  donne  é — i  i{H-6{*  —  {'  =  0,  &  en 
tranfpofant  tous  les  termes ,  :^  '  —  ^{{4"  ^  ^  { 

—  6z=:zo.  Les  racines  font  ici  (i58){:=:ii  , 
1  =  1,  {^=3  ?  d'où  il  fuit  que  dans  notre 
équation  ;v=:=i  ,  ;v=^,^  =  ^. 


7M 
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On  aura  obfervé  dans  les  articles  précé- 
<lens ,  que  pour  que  les  racines  foient  toutes 
des  nombres  politifs  ,  il  faut  que  les  lignes 
pli/s,  &  moins  fe  fuivent  alternativement  ^ 
moyennant  quoi  l'équation  prend  cette 
forme  ,  X'  —  axx-^lpx  —  czz::o,dans  la- 
quelle les  fignes  changent  autant  de  fois 
qu'il  y  a  de  racines  poiitives.  Si  toutes  les 
trois  racines  euffent  été  négatives ,  &  qu'on 
eût  multiplié  entr'eux  les  trois  fafteurs  x-\-p, 
X  '-\-^  ^  X  -\- r ,  tous 'les  termes  auroient 
eu  le  figne  plus ,  &  la  forme  de  l'équation 
auroit  été  x^-j-^AW-j-Zu^-j-crzzo ,  où  on 
voit  les  mêmes  fîgnes  fe  fuivre  irois  fois , 
cefl- à-dire  5  le  nombre  des  racines  néga- 
tives. 

On  a  donc  conclu  cju'autant  de  fois  que 
les  lignes  changent  ,  autant  l'équation  a 
de  racines  poiitives,  &  qu'autant  de  fois 
les  mêm.es  fignes  fe  fuccedent  ,  autant 
l'équation  a  de  racines  négatives  j  &  cette 
Tome  L  Q  q 
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remarque  eft  très-importante  ,  parce  qu'on 
fait  par-là  fi  c'cft  en  plus  ou  en  moins  qu'on 
doit  prendre  les  divifeurs  du  dernier  terme, 
quand  on  veut  faire  l'eflai  dont  nous  avons 
parlé. 

726. 

Confidérons  ,  afin  d'éclaircir  par  nti 
exemple  ce  que  nous  venons  de  dire , 
l'équation  x'  -[-xx — 34^-}"  56;=i^o,dans 
laquelle  les  fignes  changent  deux  fois ,  & 
où  ce  n'efi:  qu'une  fois  que  le  même  figne 
revient.  Nous  concluons  que  l'équation  a 
deux  racines  pofi.tives  &  une  racine  néga- 
tive ,  &  comme  ces  racines  doivent  être 
des  divifeurs  du  dernier  terme  5  6  ,  il  faut 
c[u'elles  foient  comprifes  dans  les  nombres 
4;  I  ,  2,  4,  7,  S,  î 4,  28,  55. 

Si  nous  faifons  maintenant  x=:^i  ^  nous 
avons  S-\-4 — 68-j- 56^=10^  d'où  nous  con- 
cluons que  X  =  2  eß  une  racine  pofitive , 
&  Qu'ainfi  X  —  2  efi:  un  divifeur  de  notre 
équation  3  au  moyen  de  quoi  nous  trouvons 
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facilement   les  deux    autres  racines  ;  car 
divifant  effeftivement  par  x — i ,  Gn  a 
X — 2)  x^-j-  XX — iàiX-\-^(>{xx\ix — iS 

X  XXX 


3^:^ —  6x 

—  18x4-56' 

o. 
Et  fi  on  fait  ce  quotient  xX'\-'}^x  —  i% 
=  0,  on  trouve  les  deux  autres  racines, 
qui  feront  x=i:z— [+y/'|-I- 282=.  — ^+^, 
c'eft-à-dire  x-=.û^^  x^:^  —  7-  &  tenant 
compte  de  la  racine  trouvée  ci-deffus , 
jczzz:!  5  on  voit  clairement  qu'en  effet  l'équa- 
tion a  deux  racines  pofitives  &  une  néga- 
tive. Nous  donnerons  encore  quelques 
autres  exemples  pour  rendre  la  cliofe 
plus  évidente.  , 

727. 

Premiere  queßion.  On  a  deux  nombres  j 
leur  différence  eft  12,  leur  produit  mul- 

Qq   i 
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tiplié  par  leur  fomme  fait  14560.  Quels 
font  ces  nombres  ? 

Soit  X  le  plus  petit  des  deux  nombres  , 
le  plus  grand  fera  x-\-\i  ^  leur  produit , 
z=:^xx'^\xx  ^  multiplié  par  la  fomme  ix 
-i-12, donne  ix''  -^  t^Gxx  -\-  \  4a,xz=.i  ^'^to-, 
&  divifant  par  2  ,  on  a  x''-\'\^xX'\-'jix 
rzziyiSo. 

Or  5  le  dernier  terme  7280  eft  trop  grand 
pour  qu'on  puiffe  entreprendre  l'eflai  de 
tous  {qs  divifeurs,  &  nous  remarquons  qu'il 
eft  divifible  par  .8  3  c'eft  pourquoi  on  fera 
x::^iy  ^  parce  qu'après  la  fubftitution  la 
nouvelle  équation,  ^y^'-\-7^yy-\-^A^y 
:zz:7  28o,  étant  divifée  par  8  ,  fe  réduira 
à  celle-ci  5  jy'-[-9JJ-f' 1  ^7^=^910  ,  pour 
laquelle  on  n'a  befoin  d  efiäyer  que  les 
divifeurs  1,2,5,7510,135  &c.  du  nom- 
bre 9  i  c.  Or ,  il  eft  évident  que  les  premiers, 
1,2,3,  font  trop  petits;  en  commençant 
donc  par  la  fuppofition  dej/=^7 ,  on  trouve 
auiii-tôt  que  c'eft  là  une  des  racines  ;  car 
la  fubititution  donne  343-1-441-1-126=9.104 


D^  A    L    G    E    B    R    E,  €î% 

Il  fult»que  x:=i  I  4  ,  &  on  trouvera  les  deux 
autres  racines  en  divifant  y'  -j-  9X^4"  '  ^y 
■ — 910  par  j — 7  ,  ce  que  nous  allons  faire  : 
y— 7)r+  9vj+i8j— 9io(7JK-i-i6j+i3Q 

167J+18J'— 910 

1 6yy—  1 1  ly 


I  3  Ojy 9  l  O 

1 3  G  y — 9  !  o 

o. 

Suppofant  maintenant  ce  quotient  yy 
•^léy-j-  I  30i=::o,  on  aurajy/i=^ —  i6y 
—  i  lOj&de  là  v= — ^xV — 66: preuve 
que  les  deux  autres  racines  font  impcffibles. 

Réponfe.  Les  deux  nombres  cherchés  font 
1 4  &  26  ;  leur  produit  364  ,  multiplié  par 
leur  fom.me  40  ,  donne  i  45  60. 

728. 

Seconde  qiiefiïon.  Trouver  deux  nom- 
bres,  dont  la  différence  foit  18,  &  qui 
foient  tels,  que  fi  on  multiplie  enfemble  leur 

Qq  3 
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fomme  &  la  différence  de  leurs  cubes ,  on 
obtienne  le  nombre  275 1 §4, 

Soit  X  le  moins  grand  des  deux  nombres , 
X'\-i%  fera  le  plus  grand  5  le  cube  du  pre- 
mier fera  =^x'  ^8^\q  cube  du  fécond  z=  x^ 
4-54^^+972^-1-5832;  la  différence  des 
cubeî>=^  <^^xX'-^(^jix-\-  5832=i::54  {xx 
^i^x-^-io^)  ,  multipliée  par  la  fomme 
:ix-\-  18  ou  2  (a: -[-9  )?  donne  le  produit 

108  (;<^^-j"27;CX-}-270X-|-972.):::^275  184, 

Divifantpar  108  ,on  a  ;«^^-|' ^y-^-^"!"^/^-^ 
4-972=2548,  ou  x''-\-ijxx-\'ijox 
^=1576.  Les  divifeurs  de  1 576  font  I  5  2, 
4,8,  &c.  les  premiers  i ,  2  font  trop  petits  ; 
mais  fi  on  effaie  a:  =  4  ,  on  trouve  que  ce 
nombre  fatisfait  à  Féquation. 

11  refte  donc  à  la  divifer  par  x — 4 ,  afin 
de  trouver  les  deux  autres  racines.  Cette 
divifion  donne  le  quotient  xx-\-^  1  ^--[-3  94  j 
en  faifant  donc  xx:=: — 31X  —  394 ?  on 

trouvera  :^=  — il+\/^-  — ^,  c'efl:-à- 
dire  deux  racines  imaginaires. 

Réponfe.  Les  nombres  cherchés  font  4 
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729. 

Troißeme  queßion.  Je  cherche  deux  nom- 
bres dont  la  différence ::^ 7 10,  &  tels  que 
il  je  muhipHe  le  plus  petit  par  la  •  racine 
quarrée  du  plus  grand ,  il  me  vienne  107  3  (?• 

Si  le  plus  petit  eft  ;c  ,  le  plus  grand  fera 

:f-|-720,&  il  faut  que  A' y/j;h-7 20^=20736 
r=:^8.8,4.  8  1.  Quarrant  les  deux  membres^ 
j'ai  XX  (x-|-7i.o)  =:  x''-\-jioxxz:z^^\  87 
4' 81'.  Je  fais  .r=i:8jy  cette  fuppofition 
me  donne  8^  j" -|-720.8'j/'i=^8'  8'  4'  8  1'  ; 
&  divifant  par  8 ^ ,  j'ai  y''  -^-^oyy  ;=: 8 . 4: 
Sr.    Je  fappofe  de  plus  jzi^i-,   &  j'ai 

8:^^-|-4'9^i{^^^  •4' ^^%  ou  5  en  divifant: 
par  8,  ^^4-4^-^^=14:  8r, 

Je  fais  encore  ^=.()u ,  pour  avoir  9'  u* 
-|-  4  5 .  9'  ^/:/=^  4'  9^ ,  parce  qu'en  divifant 
à  préfent  par  9^  ,  l'équation  fe  réduit  à  u' 

4-5z/i/=4:9,ou/:^z/(z^-LO  =  iö- 9=^44- 
Je  n'ai  pas  de  peine  à  voir  ici  que  ui=^  ^-^ 

car  dans  ce  cas  z/z/ zzzi 6 &  /.' -[- 5 -=  9 >  Pms^ 
<lonc  que  z/ 1=1:4,  j'ai  {^^5^?  v^iyi   & 

Qq  4 
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x='jj6  y  c'eft  le  plus  petit  des  deux  nom- 
bres cherchés  j  ainfi  le  plus  grand  efl:  1 296 , 
&  en  effet  la  racine  quarrée  de  celui-ci , 
ou  36 ,  multipliée  par  l'autre  nombre  576, 
donne*  20736. 

730. 

Remarque.  Cette  queftion  admettoît  une 
folution  plus  fimple  ;  car  puifque  la  racine 
quarrée  du  plus  grand  nombre ,  multipliée 
par  le  plus  petit  nombre ,  doit  donner  un 
produit  égal  à  un  nombre  donné ,  il  faut 
que  le  plus  grand  des  deux  nombres  foit 
tm  quarre.  Si  donc ,  par  cette  confidération  , 
nous  le  fuppofons  =  Ar;c^  l'autre  nombre 
fera  XX  —  720.  Celui-ci  étant  multiplié  par 
la  racine  quarrée  du  plus  grand ,  ou  par  x , 
nous  avons  x' — y iox=::z loy }6z:=^64 .  ij 
.12.  Faifons  x=z/^y^  nous  aurons  64j^ 
^~yio.4j=64.iy .  1 2  ,  ou  bien jy^ — 45^/ 
^=1:27. 1  2.  Suppofant  deplusj/i=37  5  nous 
trouvons  27^^  — 135:^1:^27.  12,  ou  en 
divifant  par  27,  i^ —  5 {^==12  ,  ou  {' — î{ 
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—  iiztzQ.  Les  divifeurs  de  1 1 ,  font  1,2, 
3  ,  4 ,  6 ,  1  2  5  les  deux  premiers  font  trop 
petits  ;' mais  la  fuppofition  de  {^=3  donne 
précifément  27 — 15  — 11=.  o.  Par  confé- 
quent  ^zzz-^  ^yz^^  &:  xz=z^6  ,  d'où  nous 
concluons  que  le  plus  grand  des  deux  nom- 
bres cherchés  ^  ou  xa:  ^  zi=  1 296  ,  &  que  le 
plus  petit  5  ou  XX  — 7  20  ^  :iz^  5  76 ,  comme 
ci-deflus. 

731. 

Quatrième  qiießion.  On  a  deux  nombres, 
dont  la  différence  eft  i  2  j  le  produit  de 
cette  différence  par  la  fomme  des  cubes , 
eft  102144  :  quels  font  ces  deux  nombres  f 

Nommant  x  le  plus  petit  de  ces  deigx 
nombres ,  le  plus  grand  eft  x-\- 1  2  ,  le  cube 
du  premier  eff  ^%  Se  le  cube  du  fécond 
t&i  x^'-^^Sxx-^-^^ix-^iji^  'j  le  produit 
de  la  fomme  de  ces  cubes  par  la  différence 
12  ,  eft 

I  2  (ix^-j" î^^^+43  i-^+i  7 13)~  102 144; 
divifant  fucceffivement  par  1 2  ec  par  2  ,  on  a 
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x^  -^  i8xx  -]-  2 16x^^:3392:=::: 8. 8.5  3. 

Qu'on  fuppofe  x^^iy  ^  qu'on  fubftitue 
&  qu'on  divife  par  8  ,  on  aura 

y +  9^)7+54^=8^5  3  =  4M- 
Les  divifeurs  du  dernier  membre  font 
i  ,  2 ,  4  ,  85  53,  &c.  I  &  2  font  trop 
petits,  mais  fi  l'on  fait  ^==14,  on  trouve 
64-|-i44-[-2 16:1=^424.  De  forte  que  ^^=4 
&  X  zi::  8  j  d'où  l'on  conclut  que  les  deux 
Bombres  cherchés  font  8  &  20. 

732. 

Cinquième  queßion.  Quelques  perfonnes 
form.ent  une  fociété  &  étabUffent  un  fonds , 
auquel  chacune  contribue  dix  fois  autant 
d'écus  qu'elles  font  de  perfonnes  ;  elles 
gagnent  fur  chaque  centième  d'écus  6  écus 
au-delà  du  nombre  d'écus  égal  à  leur  nom- 
bre ;  le  profit  total  efi:  de  392  écusj  on 
cem.ande  combien  ils  font  d'Afl^bciés  ? 

Soit  X  le  nombre  cherché  j  chaque 
Affocié  aura  fourîîi    io;c   écus ,   &   tous 
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enfembk  \oxx  écus  ;  &  puifqu'ils  gagnent 
:c-]-6  pour  cent ,  ils  auront  gagné  avec  le 

capital  entier ,  ^      ^^  ,  ce  qu'il  faut  égaler 

à  392. 

On  a  donc  x^-^-ôxxzzz^^io  ^  &  en 
faifant  xzzziy  &  divifant  par  8  ,  J'-j-  3XK 
=  490.  Les  divifeurs  du  fécond  membre 
font  1,2,5,7,10,  &c.  les  trois  pre- 
jniers  font  trop  petits  j  mais  en  fjppofant 
y znz'j  ^  on  a  }4}  +  M7^=^'^90  3  de  forte 
que  y  =  7  ,  &  A-=  14. 

Répoîife,  Il  y  avoit  quatorze  Affociés, 
&  chacun  d'eux  a  mis  140  écus  dans  la 
maffe  commune, 

733- 

Sixième  queßion.  Quelques  Négocians 
ont  en  commun  v^xi  capital  de  8240  écus  ; 
chacun  y  ajoute  quarante  fois  autant  d'écus 
qu'ils  font  d'AlTociés  j  ils  gagnent  avec  la 
fom.me  totale  autant  de  fois  pour  cent  qu'ils 
font  d'Affociés  ;  en  partageant  le  profit ,  il  fe 
trouve  qu'après  que  chacun  a  pris  dix  fois 
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autant  d'écus  qu'ils  font  d'Affociés  ,  il  refte 
224  écus.  On  demande  quel  étoit  donc  le 
nombre  de  ces  Afîbciés? 

Si  ce  nombre  eft  x  ,  chacun  aura  ajouté 
4QX  écus  au  capital  8240  écus  ;  par  con- 
féquent  tous  enfemble  auront  ajouté  j^oxx  , 
ce  qui  a  rendu  le  capital=:::40Jcx-|-8240  5 
ils  gagnent  avec  cette  fomme  x  écus  pour 

cent:  ainfi  le  gain   total   eft  l^'j_!ll2î 
^  100    '    1^3 

=:f,x'+^x=.ix'+fx.     Ceft  de 

cette  fomme  que  chacun  prélevé  i  oa"  ,  & 

par  conféquent  tous  enfemble   ioa'x,  en 

laiffant  un  refte  de  224  écus  j  il  faut  donc 

que  le  profit  ait  été  \oxx~\-114 ,  &  qu'on 

ait  1  équation [-  —  ::=:::  I  oxx  -[-224. 

MultipUant  par  j  &  divifant  par  2  ^  on 
a  a''-|-2o6a:  =  25a:a;-|-^6o,ou  x^'  —  i^xx 
-1-206^: — 560^=10  :  la  première  forme 
fera  cependant  plus  commode  pour  effayer. 
Les  divifeurs  du  dernier  terme  font  1,2, 
4,5,7,8510,  14,16,  S^c.  &  il  faut 
les  prendre  poiitifs  ,  parce   que  dans  la 
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féconde^  forme  de  l'équation  les  fignes 
varient  trois  fois ,  ce  qui  donne  à  connoître 
svec  certitude  que  toutes  les  trois  racines 
font  pofitives. 

Or  il  l'oneffave  d'abord  xz=z\  &i  x=:2, 
il  eil  évident  que  le  premier  membre  de- 
viendroit  plus  petit  que  le  fécond.  Nous 
ferons  donc  l'effai  des  autres  divifeurs. 

Quand  x:zii4,  on  a  64 -[-8 24 1=^400 
-[-  5  60  5  ce  qui  ne  fatisfait  point. 

Quand  xzz:^^  ^ona  11^:^-^-1010=161^ 
*^  5  60  5  ce  qui  ne  fatisfait  pas  non  plus.  ^ 

Quand  -  =7,  on  a  343  -|-i442  =  i  iiy 
«-{-560  ,  ce  qui  fatisfait  à  l'équation  ;  de 
forte  que  x^^j  en  eft  une  racine.  Cher- 
chons donc  à  préfent  les  deux  autres ,  en 
divifant  par   x  —  7  la  féconde  forme   de 


notre  équation, 


x-j)  x--i'jxx+io6x—^6o  (a\v-i8.v+8o 

—  i  ùXx-{-io6x 

—  iSxx-{-  '  26a: 


00X— 560 
0» 
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Egalant  le  quotient  à  zéro  ,  nous  avons 
XX—  \% a:-J~8ü  =1  o  ou ;v:x m::  1  8.r — 8o , ce 
qui  donne  ;f  zzz  9  -f  i  ,  de  forte  que  les  deux 
autres  racines  font  x^=2^  &  a-=  lo, 

Réponfe,  Trois  réponfes  ont  lieu  pour  la 
queftion  propofée  :  fuivant  la  première  le 
nombre  des  Ncgocians  eft  7,  fuivant  la 
féconde  il  eil  8  ,  &  fuivant  la  troifieme  il 
eft  I  o  j  le  tableau  fuivant  préfente  la  preuve 
de  toutes  : 

I. 


II. 


III. 


Nombre  des  Négociant 


Chacun  fournit  /\ox  .   .  ,  .  . 

Tous  enfemble  ajoutent  40,vjx: 

L'ancien  capital  éroit  .  .  .  . 

Le  capital  entier  eft  ^oxx 
-1-8240 .  .  . 

Ils  gagnent  avec  ce  capital 
autant  pour  cent  qu'ils  font 
d'Aflbciés , 

Chacun  en  ôîe  io^îc 

Aififi  tous  enfemble  pren- 
nent lO^Ä  .,,,,..   . 

Donc  il  refte    ........ 


m 


7 

8 

-f 

280 

320 

400 

i960 

2560 

4OOO 

824:) 

8240 

8240 

10200 

IG  800 

12240 

714 

864 

1224  i 

70 

80 

100 

490 

640 

1000 

224 

224 

224  \^ 

a 


-■m 
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CHAPITRE     XII. 

^JDe  la  Regle  de  Cardan  ou  de  SciPio^ 


L 


Ferreo. 

734. 


ORsQu'ox  a  chaffé  les  fraclîons  d'une 
équation  du  îroifieme  degré  ,  fuivant  ht 
maniera  enfeignée ,  &  qu'aucun  des  divi- 
iéurs  du  dernier  terme  ne  ie  trouve  être 
une  racine  de  l'équation,  c'eft  une  marque 
certaine  ,  non-feulement  que  l'équation  n'a 
pas  de  racine  en  nombres  entiers ,  mais 
qu'une  racine  fraftionnaire  même  ne  peut 
avoir  lieu  ;  c'efl:  ce  que  nous  allons  prouver. 
Soit  l'équation  x''  —  axx-\-Lx — c  =  o, 
oh.  a  ^l?  ,  c  y  fignifient  des  nombres  entiers  ; 
fi  on  vouloir  fuppofer ,  par  exemple ,  ;czii:|, 
on  auroity  —  -a-^-^b — cyorle  premier 
terme  a  feul  ici  8  pour  dénominateur  ;  tous 
les  autres  font  ,  ou  des  nombres  entiers  , 
ou  divifés  feulement  par  4  ou  par  2  j  & 
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ne  peuvent  par  conféquent  faire  o  avec  le 
premier  terme  :  la  même  chofe  a  lie^u  pour 
toute  autre  fraflion. 

735. 

Comme  donc  dans  ces  cas  les  racines 
de  l'équation  ne  font  ni  des  nombres  en- 
tiers, ni  des  fraftions,  elles  font  irration- 
nelles ,  ou  même ,  ce  qui  arrive  fouvent , 
imaginaires.  Or ,  la  manière  de  les  expri- 
mer alors  &  de  déterminer  les  fignes  ra- 
dicaux qui  les  affeftent^  fait  un  point  très- 
important,  &  qui  mérite  d'être  expliqué 
ici  avec  foin.  On  attribue  cette  méthode  , 
qu'on  nomme  la  regle  de  Cardan  ,  à  Cardan  ^ 
ou  plutôt  à  Sciplon  Ferreo ,  qui  ont  vécu 
il  y  a  quelques  fiecles  (*). 

736. 

Il  faut ,  pour  entrer  dans  l'efprit  de  cette 
regle  ,  ccnfidérer  d'abord  avec  attention  la 

(*  )  L'hiilcire  de  cette  regle  ,  découverte  dars  le  rr.ême 
temps  par  Tartdia^  fe  lit  avec  autant  d'intérêt  aue  de 
fruit  dans  YH'zßoire  des  Mat/iémûtlfaes ,  ^av  M.  d  Montucla 

narare 
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iiature  d'un  cube  ,  dont  la  racine  eft  un 
binôme. 

Soit  a-]^b  cette  racine  ,  le  cube  en  eft 
;f  *-f-3  aab-^-^  ahb-^b\  &  nous  voyons 
qu'il  eft  compofé  des  cubes  des  deu^ 
termes  du  binôme ,  &  outre  cela  de  deux 
termes  moyens,  ^cab-X-^abb ^  qui  ont  le 
fa61:eur  commun  i^ab  ^  lequel  multiplie 
l'autre  facteur  a-j-^^^  c'eft-à-dire  que  ces 
deux  termes  contiennent  le  triple  produit 
des  deux  termes  du  binôme  ,  multiplié  par 
la  fomme  de  ces  termes. 

737. 

Qu'on  fuppofe  maintenant  x:=:za-\-b  ^ 
&  qu'on  prenne  de  part  &  d'autre  le  cube  , 
on  a  x'^ zzzia'  -^ b'^ -\'  -i^ab  {a-^b).  Or  puif- 
que  a-\-bz=^x  ,  on  aura  l'équation  du  troi- 
sième degré,  x^'zii::.a^' -\-b''-\-\abx  ou  x' 
z=iabx-\-a^-^b'  y  dont  nous  favons  qu'une 
des  racines  eft  x=za-\-b.  Toutes  les  fois 
donc  qu'il  fe  préfente  une  telle  équation  ^ 
nous  pouvons  en  affigner  une  racine. 
Tome  /,  R  r 
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Soit  par  exemple,  ^zzri  &  ^^=3  ,  on 
aura  l'équation  ^^"  =  i  8x-|- 3  5  ,  que  nous 
favons  avec  certitude  avoir  a-:i:=5  pour 
racine, 

'  738. 

Que  de  plus  on  fuppofe  à  préfent  a^  z=:^ 

^h^'-zuzq^  on  aura  a=.ypèi  bz=.y^q  , 

par  conféquent  ah  =z  ypq  ;  iors  donc  que 
l'on  rencontre  une  équation  du  troifieme 

3; 

degré  de  la  forme  x'^:=^yx  \/ pq  -^p-^-q  9 

.3/3/ 

on  fliit  qu'une  des  racines  eft  y  p  -|-  V  ^» 
Or  on  peut  toujours  déterminer  f  &i  q  , 

de  manière  que  tant  }  ypq  que/?-!-^  foient 
des  quantités  égales  à  un  nombre  donné  ^ 
ainfi  on  eft  toujours  en  état  de  réfoudre 
une  équation  du  troifieme  degré,  de  l'efpece 
dont  nous  parlons. 

739-^ 

Soit  propofée  en  général  l'équation  x'^ 
=/^-|"^y  il  s'agira  ici  de  comparer /avec 
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3VF9^  ^g  avec/.^-f^;  c'eft-à-dîre  qu'il 
faudra  déterminer  p  Ôz  q  de  manière  que 

iVpq  devienne  égal  à  f,  &  que  /?-f-^ 
devienne  égal  à  g;  car  nous  fevons  alors 
qu'une  des  racines  de  notre  équation  fera 

740. 
Nous  avons  donc  à  réfoudre  ces  deux 

équations  ,  î.  )  3  VFi=f^  &  ^^vV-h^?"- 
La  première  donne  \^ pqz=z^~^  Cv/?^==:Ç 
=  ^/S  &:  j^pqzzzn^jK  La  féconde  équa- 
tion étant  quarrée  ,  donne /7?-|-2^£7^-[-w^ 
"^^ggy  fi  Ton  en  fouftrait  ^pqzz=^J'^ ,  on 
Zpp—ipq-^-qqz^gg—^p^  &  prenant 
la  racine  quarrée  de  part  &  d'autre  ,  on 
^p  —  q^  y/g^— ^/\  Or  puiique  p~\-q 
=g,  on  a  2.^3:^/^-f  y/gg— ^/S  &  2^ 
=  §■ — -/gg- — ^/S  P^'^^  conféquent  ^pz=: 
g+s/^g—±p^  &  ^^ff— v/g;y-±/3 

i  2 

Rr    2 
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741. 

Toutes  les  fois  donc  qu'on  a  une  équa- 
tion du  troifieme  degré  de  ia  forme  x'- 
=^fx-\-g,  quels  que  foient  les  nombres 
f&  o-,  on  a  toujours  pour  une  des  racines 

,  3 - ^- 

c'eft-à-dire  une  quantité  irrationnelle  ,  qui 
renferme  non  -  feulement  le  figne  radical 
quarre  ,  mais  auffi  le  figne  de  la  racine 
cubiques  &  c'eft  cette  formule  qu'on 
nomme  proprement  la  regle  de  Cardan. 

■        742. 

Appliquons -la  à  quelques  exemples, 
pour  en  mieux  faire  comprendre  l'ufage. 

Soit  X  ■'  =6x+9  ,  on  aura/=6  & g=9  i 
ainfig-g-=8i,/=  — ii6,  6^J_f_=32J 

puis  gg-.^P  =  49  .  &  Vgg—T-f'^ 7- 
Donc  une  des  racines  de  l'équation  donnée 
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743- 

Soit  propofée  cette  autre  équation  x' 
r=i3A'--[-2  ^  on  auray=5  &  o-^iz  ;  par  con- 
féquent  ^o-— 4,/>=27,  &i:;-=:4^  ce 

qui  nous  donne   ygg' — -t^/'^^^o;  d'où  il 
s'enfuit  qu'une  des  racines  eft  x:=^\/'-~ 

-}-V— =1  +  1=2. 

744- 

Il  arrive  fouvent  cependant  que ,  quoi- 
qu'une telle  équation  ait  une  racine  ration- 
nelle ,  on  ne  peut  trouver  cette  racine  par 
la  regle  dont  nous  nous  occupons. 

Soit  donnée  l'équation  ,v5ii=6.v+40,  où 
xziz:4  eft  une  des  racines.  Nous  avens  ici 
f:zzz6^&.g=^40y  de  plus^^zi:=i6co  &  :;^ 
/^  =  52  ;    ainiî  gg—  ^f=i<^ôS  ,  & 

\/gg—^_p  —  \/i^6S    2=^/4.4.^9.2 
=  28  \/2  ;  par  conféquent  une  des  racines 

'      Rr   3 


6}0  E   L    È   M   E    N    s 

3, 3. » 

A"zzrY/20-|-14v/2  +  V^20  — Hv^I   -  & 

cette  quantité  eft  réellement  z==  4 ,  quoiqu'à 
la  première  infpeftion  on  ne  s'en  doute 
pas.  En  effet  le  cube  de  i-^-)/!  étant  20 
^[-lAy^i  y  on  a  réciproquement  la  racine 
cubique  de  20 -f-  ï  ^y^i  égale  à  2  -j-  y^  2  j 

de  même  y  10  —  14^11=^:  2  —  ^^i.,  donc 
notre  racine  x=2.~\-  v'  ^-\-^ —  /2  r::^  4  (*). 

745-  ' 

On  pcurroit  objefîer  à  cette  regle , 
qu'elle  ne  s'étend  pas  à  toutes  les  équations 
du  troiuem.e  degré  ,  parce  que  le  quarre 
de  X  ne  s'y  rencontre  point ,  c'eft-à-dire 

(*)  On  n'a  pas  pour  rextra-Sion  de  la  racine  cubique 
i?ie  ces  binômes ,  des  règles  g'nérales  comme  pour  Tex- 
traöion  de  la  racine  quarrée  :  celles  que  différens  Auteurs 
ont  données  ramènent  toujours  à  une  équation  mixte  du 
troiiieme  degré  femblable  à  la  propofée.  Au  relie ,  quand 
lextra^lion  de  la  racine  cubique  efl^poiTible  ,  la  fomme 
des  demi,  radicaux  qui  repréfentent  la  racine  de  l'équa- 
tion ,  devient  toujours  rationnelle ,  de  forte  qu'on  peut 
îa  trouver  immédiatement  par  la  méthode  indiquée  à 
l'article  722, 
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que  le  fécond  terme  manque  dans  l'équa- 
tion.* Mais  jious  remarquerons  que  toute 
équation  complette  peut  fe  transformer  en 
une  autre  où  le  fécond  terme  manque  , 
après  quoi  l'on  peut  par  conféquent  appli- 
quer la  regle. 

Soit  pour  le  prouver,  l'équation  com- 
plète x^^—6xx-\- 1  1 X— 6=0.  Si  Ton  prend 
ici  le  tiers  du  coefScient  6  du  fécond  terme  , 
&  qu'on  faffe  x—i^-y ,  on  aura 

;ç3-_y3_L.(îjj.-|-i  2J+8  j  par  conféquent 

^i\x=^  +iiy-f22 

-6=  -  6 

x'^—6xx-viix—     à-y'  -    y- 

On  a  donc  Téquation  y^— v=:o ,  dont 
la  réfolution  eft  manifefte,  puifqu'on  voit 
fur  le  cham.p  qu'elle  eft  le  produit  des  fac- 
teurs y  {yy—  i  )  =y  (j^+i  )  iy—  i  )  — o- 
Si  l'on    fait  maintenant  chacun  de  ces 

fafteur  s  =o ,  on  a 

Rr  4 
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ï-|j-o,  II 5^=- 1,  III.  5^-^. 

c'eft-à-dire ,  les  trois  racines  trouvées  déjà 
plus  haut. 

74Ö. 

Soit  donnée  à  préfent  l'équation  géné- 
rale du  troifieme  degré,  x'-^-axx-^l^x 
^-c=Oj  de  laquelle  il  s'agiiTe  d'éliminer 
ie  fécond  terme. 

On  ajoutera  pour  cet  effet  à  x  le  tiers 
du  coefficient  du  fécond  terme  ^  en  con- 
fervant  le  même  figne  ,  &  on  écrira  pour 
cette  fomme  une  nouvelle  lettre,  par  exem- 
ple :,jKy  de  forte  qu'on  aura  x-^^az^y  ^ 
&  x—j--'-a ,  d'où  réfulte  le  calcul  fuivant  : 

x—y  —  \a,xx=jy  —  =-aj'^Laa, 


&  ^'=r  — W  +  3-^^y  — .7^^* 

par  conféquent 

axx=     ^ayy-^~aay^'-a' 
^ATziz:  -I-     by  —  -ah 
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équatiot>  dans  laquelle   le  fécond    terme 
manque. 

747. 

Nous  fommes  en  état  5  moyennant  cette 
transformation ,  de  trouver  les  racines  de 
toutes  les  équations  du  troifieme  degré  5 
l'exemple  qui  fuit  en  fournira  une  preuve. 

L'équation  propofée  eft  x-  —  ôxx-^-i  ^x 

Il  s'a2;ir  d'abord  de  cliaffer  le  fécond 
terme  ;  on  fera  pour  cet  effet  x  —  i  -^^y , 

&  on  aura  X^:::::y'\-l^XXi=zLyy-^ /I^A^j^  ^ 

&  AT^zz^jy^-j-ôyjy-j-iiy-l"^  ?  donc 

— 6xx-=z       — 6yy — ^J\y — -24 

12=  12 

f-^-    y     —     2     z:^    O 
OUy^=:— J  +  2. 

Si  on  compare  cette  équation  avec  la 
formule  x'^^fx-\-g ^  oxïzfz:^ —  i  ,^^=2; 
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donc ^^=4  ,  &  ^-p——^^;  de  plus  gg 

=  y/  ~  1=  3 — L  .  par  conlequent 
J'=\/  (iS)  +  >/  (zu)  ,  ou 


2 

3 


+       /9-2/2I  ^27^6.   21         ,  ^/HJ-S/IÏ  1 

V -7-  =  V -^7-  +  V  -  .7  -  =  i 


9  ^  ^7 

3/ r-T—, !     ï      3, 


refte  à  fubflituer  cette  valeur  dans  x:zzzy 

748. 

Nous  fommes  parvenus  dans  la  folution 
de  cet  exemple  y  à  une  quantité  double- 
ment irrationnelle  ;  mais  il  ne  faut  pas  en 
conclure  fur  le  champ  que  la  racine  eft 
irrationnelle ,  parce  qu'il  pourroit  arriver 
par  un  heureux  hafard ,  que  les  binômes 
27+6 v/21  fuffent  des  cubes  effeftifs  ;  & 
c'eft  auffi  ce  qui  a  lieu  ici ,  car  le  cube 
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de  ^  étant  ^-^^^=  il 

fuit  que  la  racine  cubique  de  27  A^Gy  i\ 
^^3-^1/21  ^  2^  qug  1^  racine  cubique  de  27 

—  6  y  2 1  eft  ^^^  Cela  fait  donc  que  la 
valeur  trouvée   pour   y  ,  devient  y  ==- 

(^) +3- (^)  =  .-+!='•  Or  P^if- 
c^Qy:=L  I  ,  nous  avons  x  =3  pour  une  des 
racines  de  l'équation  propofee  ,  &  les  deux 
autres  fe  trouveront  en  divifant  l'équation 
par  X  —  3. 

te — 3)x' — 6xx'\'\'^x — 12  {^xx — 3^-{-4 


7^XX-\-  l^X 12 

— ~3;c;^-[-    ^x 

4.r — 12 
4X —  1 2 
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Et  en  égalant  à  o  le  quotient  xx — ^x-^4  ç 
l'on  a  xx  =  ^x—4,  &  ^^=  i±\/^-^ 
=  7  +  V — -=^^^.  Ce  font  les  deux 
racines  en  queftion,  mais  elles  font  ima- 
ginaires.. 

749. 

C'efl:  par  hafard ,  comme  nous  l'avons 
remarqué  ,  qu'on  a  pu ,  dans  l'exemple 
précédent  ,  extraire  la  racine  cubique  des 
binômes  trouvés ,  &  ce  cas  n'a  lieu  que 
lorfque  l'équation  a  une  racine  rationnelle, 
&  que  par  conféquent  on  emploie  avec 
plus  de  facilité  ,  pour  trouver  cette  racine , 
les  règles  du  Chapitre  précédent.  Mais 
quand  aucune  racine  rationnelle  n'a  lieu, 
il  n'eft  pas  poffible  au  contraire  d'exprimer 
autrement  la  racine  qu'on  trouve  ,  qu'en 
fuivant  la  regle  de  Cardan  y  de  forte  qu'il 
eft  impoffible  alors  d'appliquer  des  réduc- 
tions. Par  exemple  ,  dans  l'équation  x' 
=:6x-\-4y  omf=:6  8^  g=4j  de  forte 
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que  x  =  v/2-f-2v/ — 1  4"  V  ^  —  ^v" — ^  5 
ce  qui  ne  peut  s'exprimer  d'une  manière 
différente  (*). 

(*  )  'On  a  dans  cet  exemple  —  P  plus  petit  que  ^ 
ce  qui  eft  le  cas  très-connu  fous  le  nom  du  cas  inéduc^ 
tibU  du  trolfieme  degré ,  &  qui  eft  d'autant  plus  remarqua- 
ble ,  qu'alors  toutes  les  trois  racines  font  toujours  réelles. 
On  ne  peut  dans  ce  cas  faire  ufa^e  de  la  formule  de 
Cardan  ,  qu'en  y  appliquant  des  métliodes  d'approxima- 
tion ,  par  exemple  ,  en  la  transformant  en  une  férié  infinie.' 
y[,  Lambert  a  donné  dans  l'ouvrage  cité  à  l'article  40, 
des  tables  particulières  qui  fervent  à  trouver  facilement 
les  valeurs  numériques  des  racines  des'équations  du  troi- 
ficme  degré  ,  tant  dans  le  cas  irréduâible  que  dans  les 
autres  cas.  On  peut  aufTi  employer  pour  cet  ufage  les 
tables  ordinaires  des  fmus.  Voyez  V Aßronomie  fphiiriquc 
de  M.  Maudult ,  imprimée  à  Paris  en  1765. 

Au  refte  ,  il  ne  faut  pas  chercher  dans  cet  Ouvrage  de 
M.  E'^ler  ,  tout  ce  qi'il  y  avoit  à  dire  fur  les  réfolutions , 
foit  direöes  ,  foit  approchées  ,  des  équations.  Il  avoit  à 
traiter  encore  trop  d'objets  curieux  &  importons ,  pour 
s'appefantir  fur  ces  matières  ;  mais  qu'on  confalte  VHlf- 
toire  des  Mathémat' ques  ,  Y  Algèbre  de  i\î.  Clairaut ,  le  Cours 
de  Mathématiques  de  AL  Be^out,  &  les  derniers  vol.imes 
des  Mémoires  des  Académies  des  Sciences  de  Paris  & 
de  Berlin  ,  on  y  trouvera  à  peu  près  tout  ce  qu'on  f&it 
aujourd'hui  fur  la  réfolution  des  équatipns. 
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CHAPITRE    XII L 

J)e  la  rifolution  des  Equations  du  quatrième 
degré. 

750. 

JLjORSQUE  la  plus  haute  puifiance  de  \t 
quantité  x  monte  au  quatrième  degré  ,  on 
a  des  équations  du  quatrième  degré  y  &  la 
formule  générale  en  eft 

x"-  -j-  ax^  -|~  bxx  -|-  ex  -\-  dz=i  o. 
Nous  confidérerons  en  premier  lieu  les 
équations  du  quatriem.e  degré  pures  ^  dont 
la  formule  eft  Amplement  x""  ^^^f,  &  dont 
on  trouve  auffi-tôt  la  racine  en  prenant  de 
part  &  d'autre  la  racine  bi-quarrée  ,  puis- 
qu'on obtient  x:=z\f, 

751. 

Comme  x''  eft  le  quarre  de  xx  ^  on  fe 
facilite  beaucoup  le  calcul  en  commençant 
par  extraire  la  racine  quarrée  ,  car  on  aura 
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alors  xx-=z\/  f:  &  prenant  enfuite  de  nou- 
veau la  racine  quarrée  ,  on  a  A:z=:y  y/y 

de  forte  que  v/'n'eft  autre  chofe  que  la 
racine  quarrée  de  la  racine  quarrée  à^  f. 

Si  on  avoir ,  par  exemple  ,  l'équation 
x*=:i40i  ,  on  auroit  d'abord  xx:=^4(^ ,  8c 
après  cela  x  =  j. 

752. 

II  eft  vrai  que  voilà  feulement  une  ra- 
cine ,  ßz  cependant  puifqu'on  trouve  tou- 
jours trois  racines  cubiques ,  il  neft  pas 
douteux  que  quatre  racines  ne  doivent  avoir 
lieu  ici  ;  mais  remarquons  que  la  méthode 
indiquée  ne  laiffe  pas  de  donner  en  effet 
ces  quatre  racines.  Car  dans  l'exemple  ci- 
deffus  on  a  non-feulement  XZ11Z49  ,  mais 
auffi  ;f= — 49  ;  or  la  première  valeur  donne 
les  deux  racines  xzi=:j  &  x= — 7 ,  &  la 
féconde  valeur  donne  ;c3=  y/— 491=17  y  —  i , 
&  x:=z — y/ — 49^= — 7\/ — 1.  Et  voilà 
les  quatre  racines  quarré-quarrées  de  2401. 
11  en  feroit  de  même  à  l'égard  d'autres 
nombres. 
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753- 

Après  ces  équations  pures  viennent  dans 
l'ordre  celles  où  le  fécond  &  le  quatrième 
terme  manquent ,  &  qui  ont  la  forme  x^ 
^fxx-\-g=^o.  Elles  font  réfolubles  ,  fui- 
vant  la  regle  ,  pour  les  équations  du  fé- 
cond degré  ,  car  fi  l'on  fait  xx=:i:y  ,  on  a 

yy+fy-Vs—^y  ^^yy——fy—Sy  ^'où 

l'on  tire 

or  xxz=iiy;  ainfi  xz=+^  -f±\^ff-  4g  ^  q{^ 

les  figues  doubles  ±  indiquent  toutes  les 
quatre  racines. 

754. 

J,  îais  fi  l'équation  contient  tous  les  termes 
poinbles ,  on  peut  toujours  la  regarder 
comme  le  produit  de  quatre  fafteurs.  En 
effet  fi  Ton  multiplie  entr'eux  ces  quatre 
fafteurs  ^  (x — p)  (x — a)  (x — /•)  (x — /)  ^ 
on  trouve  le  produit  x'*  —  (/'"i"?4"^H~/) 

+ 


D^    A    L    G    E    3    p.    E.  64  ï 

^^pqf-Vprf-^qrj)  ^^'\-Fvfi  &  cette  formule 
ne  peut  devenir  égale  à  o ,  que  lorfqu'un 
de  ces  quatre  fafteurs  efl:  =  o.  Or  ^  cela 
peut  arriver  en  quatre  manières  :  I.  )  quand 
;c=r,  IL  )  quand  xzzzy ,  IIL)  quand  xz=.r^ 
IV.)  quand  x^^f  ;  &  ce  font-là  par  con* 
féquent  les  quatre  racines  de  l'équation« 

755. 

Si  nous  confidérons  cette  formule  avec 
quelque  attention  ,  nous  remarquons ,  dans 
le  fécond  terme  ,  la  fomme  des  quatre 
racines,  multipliée  par — .v^  y  dans  le  troi- 
fîeme  terme ,  la  fomme  de  tous  les  produits 
poffibles  de  deux  racines ,  multipliée  par 
XX  ;  dans  le  quatriem.e  terme,  la  fomme 
des  produits  des  racines  multipliées  trois 
à  trois ,  multipliée  par  —  x  y  enfin  dans  le 
cinquième  terme ,  le  produit  de  toutes  les 
quatre  racines  multipliées  enfemble. 

756. 

Comme  le    dernier    terme  contient  le 
produit  de  toutes  les  racines  ^  il  eil  clair 
Tome,  /.  S  s 
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qu'une  telle  équation  du  quatrième  deg^ré 
ne  peut  avoir  une  racine  rationnelle  qui 
ne  foit  en   même  temps   un  divifeur  du 
dernier  terme.  Ce  principe  fournit  donc  un 
moyen    facile   de  déterminer  toutes    les 
racines  rationnelles ,  lorfqu'il  y  en  a ,  puis- 
qu'on n'a  qu'à  fubüituer  fucceffivement  à 
X  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme  ,  juf 
qu'à  ce  qVon  en  trouve  un  qui  fatisfafle  à 
l'équation  j    car    ayant  trouvé    une   telle 
racine  ,  par  exemple,  x=zp ^  on  n'a  qu'à 
divifer  l'équation  parx — /?,  après  avoir  porté 
tous  les  termes  du  même  côté  ,  &  fuppofer 
enfuite  le  quotientz^o;  on  obtiendra  une 
équation  du  troifieme  degré ,  qu'on  pourra 
léfcudre  par  les  règles  données  ci-defTus. 

757- 

■  Or ,  il  eft abfolument  néceffaire  pour  ceîa 
cjue  tous  les  termes  confiflent  en  des  nom^- 
bres  entiers ,  &  que  le  premier  n'ait  que 
l'unité  pour  coefficient  j  toutes  les  fois  donc 
que  quelques  termes  renferment  des  frac- 


D'  A    L    G    E    B    K   E]  ^43 

lions ,  il  taudra  commencer  par  éliminer  ces 
fractions  ,  &  c'eft  ce  qu'on  peut  toujours 
faire  en  fubftituant  au  lieu  de  x  la  quan- 
tité y  divilée  par  un  nombre  qui  renferme 
tous  les  dénominateurs  de  ces  fraftions. 

Par  exemple,  fi  l'on  a  Téquation  x' — \ 
A:^--j-^xA,-j-^;^-j-^izi:o  5  comme  on  y 
rencontre  des  fraftions  qui  ont  pour  dé- 
nominateurs 2  ,  3  &  des  puiffances  de  ces 
nombres  ,  on  fuppofera  a'zzz  |,  &  on  aura 

tion  qui  mu'.tipliée  par  6^ devient  j/-^ — 3jy^ 

Si  Ton  vouloit  chercher  maintenant  fi 
cette  équation  a  des  racines  rationnelles  , 
il  faudroit  écrire  à  la  place  de  y  faccef- 
iîvement  les  divifeurs  de  72  ,  aiin  de  voir 
dans  quels  cas  la  formule  fe  réduiroit  réel- 
lement à  0. 
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758. 

Mais  comme  les  racines  peuvent  être 
aiiffi  bien  pofitiAes  que  négatives ,  il  fau- 
droit  avec  chaque  divifeur  faire  deux  effais, 
l'un  en  fuppofant  ce  divifeur  pofitif ,  l'autre 
en  le  regardant  comme  négatif;  cependant 
une  nouvelle  remarque  en  difpenfe  fou- 
vent  (*)•  Toutes  les  fois  que  les  fignes  -|-' 
&  —  fe  fuivent  régulièrement ,  l'équation 
a  autant  de  racines  pofitives ,  qu'il  y  a  de 
changemens  dans  les  fignes  ;  &  autant  de 
fois  ciue  les  mêmes  fignes  reviennent  fans 
interruption  ,  autant  Téquation  a  de  racines 
négatives.  Or  ,  notre  exem.ple  contient 
quatre  changemens  de  fi.gnes  &i  aucune  fuc- 
cefiion  ;  ainfi  toutes  les  racines  font  pofi- 
tives ,  &  on  n'a  pas  befoin  de  prendre  aucun 
des  divifeurs  du  dernier  terme  en  moins. 

(*)  Cette  re^le  efl  générale  pour  les  équations  de 
tous  les  degrés  ,  pourvu  qu'il  n'y  ait  point  de  racines 
imaginaires  ;  les  François  Tattrlb vient  à  Defcams  ,  les 
Anglois  à  HanÏQt  ;  mais  M,  l'abbé  de  Gua.  eil  le  pre- 
mier qui  en  ait  donné  une  démonftration  générale.  Voyez 
|es  Ménit  di  l'AcadémU  des  Sciences  de  Paris ,  pour  1741* 
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7)9- 

Soit  donnée  l'équation  a:^-}"^-^'  —  7-^-'^ 
Nous  voyons  ici  deux  chan^emens  de 

•I  CD  ■  .  . 

fîgnes ,  mais  auffi  deux  fucceffions  ;  d'où 
nous  concluons  avec  certitude  ,  que  cette 
équation  contient  deux  racines  pofitives  Se 
autant  de  racines  négatives  ^  qui  doivent 
toutes  être  des  divileurs  du  nombre  1 1» 
Or  ces  divifeurs  font  1,2,3,4,6,111 
qu'on  efTaye  donc  d'abord  a:z=i:-j-i  ,  on 
parviendra  réellement  à  Oj  donc  une  des 
racines  eft  x:=z  i. 

Si  l'on  fait  enfuite  x^n^ — i  ,  on  trou^.e 
•-^1 — 2 — 7-|- 8 -f- 12=121 — 9  =12;  ainli 
x:zzz  —  I  n'eft  pas  une  des  racines.  Qu'on 
faffe  après  cela  xzzzzi ,  on  trom-e  de  nou- 
veau la  formule  1=0,  &  par  conféquent, 
pour  une  des  racines ,  ;cz=2  ;  maisjy^^  —  2 
au  contraire  ne  fe  trouve  pas  être  une  ra- 
cine. Lorfqu'on  fait  enfuite  .rz=::3  ,  on  a 
8  i-|-5  4^ — 63  —  24  +  1 1:^60  j  c'eft-à-dire 

Ss   q 
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que  cette  fuppofition  ne  fatisfalt  pas  ;  aa 
lieu  quexzz^z — 3  ,  donnant  81  —  54  —  6} 
-^-  2  4~p  1  2  :=ro  ,  eft  évidemment  une  des 
racines  qu'en  cherche.    Enfin  ,  quand  011 
aura  efTayé  x=z — 4,  on  verra  pareille- 
ment l'équation  fe  réduire  à  zéro  ;  de  forte 
donc  que  toutes  les   quatre  racines   font 
rationnelles ,  &  ont  les  valeurs  fuivantes  : 
h)x=^î,ll)x  =  i,  III.  )x=z—^,  IV.) 
x=^ — 4;    &   conformément  à  la   regle 
donîiée  ci-deffus,  deux  de  ces  racines  font 
pofitives  y  &  les  deux  autres  font  négatives. 

760. 

Mais  aucune  racine  ne  pouvant  être 
déterminée  par  cette  voie  ,  lorfque  les 
racines  font  toutes  irrationnelles ,  il  a  fallu 
fonger  à  des  expédiens  pour  exprimer  les 
racines  dans  ce  cas.  On  y  a  réuffi  au  point 
qu'on  a  découvert  deux  routes  différentes 
pour  parvenir  à  la  connoifiance  de  fem- 
blables  racines,  quelle  que  foit  la  nature 
de  l'équation  du  quatrième  degré. 


d'  A    L    G    E    B    R    E.  64J 

lî  fera  bon ,  a\-an:  que  d'expliquer  ces 
méthodes  générales ,  que  nous  donnions 
les  folutions  de  quelques  cas  part-culiers  , 
lefquelles  peuvent  foulent  s'appliquer  très- 
utilement. 

761. 

Lorfque  1  équation  eiT:  de  nature,  que 
les  coefficiens  des  termes  fe  fuivent  de  la 
même  manière ,  tant  dans  Tordre  direct 
des  termes ,  que  dans  l'ordre  rétrograde  , 
comme  il  arrive  dans  l'équation  fui- 
vante  (*)  : 

x''  -|-  mx'  -|-  nxx  -|-  /;2,r  -j-  ï  =  o , 
ou  dans  cette  autre  équation  qui  eu  plus 
générale . 

(*)  On  peut  nommer  ces  équations  rkiproques  ,  parce 
qu'elles  ne  changent  point  en  y  mettant  ^  à  la  place  ce 
X.  Il  fuit  de  cette  propriété  que  fi  .2  ,  par  exemple ,  eft 
une  ces  racines  ,  en  fera  une  a^fn  ;  c'eft  la  railon  pour- 
quoi ces  foites  d'équations  peuvent  fe  réduire  à  d'à:  très 
équations  ,  dont  le  degré  eft  plus  petit  dô  la  moitié.  Ai- 
de Mo'ivre  donne  dans  fes  MifecUanea  analytlca  ,  p.  71  v 
des  formules  généra'es  pour  la  rcduclion  de  ces  fones 
d'équitions ,  de  q.ielq  le  degré  qu'elks  foient. 

Ss  4 
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On  peut  toujours  regarder  une  telle  for- 
mule comme  le  produit  de  deux  faûeurs , 
qui  font  des  formules  du  fécond  degré  ,  & 
qu'on  réfout  facilement.  En  effet ,  qu'on 
repréfente  cette  dernière  équation  par  le 
produit  {xx-l-pax-^-aa)  {xx-^(jax -\-ad) 
=  o,  où  il  s'agiffe  de  déterminer  p  Se  q 
de  manière  qu'on  obtienne  l'équation  fuf- 
dite .,  on  trouvera ,  en  effeftuant  la  multi- 
plication ,  ^^-{-(p-^-q)  ^•^''~l~(/'?-|~^) 
caxx-^^-^p-^-q)  a'^x-\-a'^z=zOj  &  pour 
que  cette  équation  foit  la  même  que  la 
précédente,  il  faut  i°.  que  p'^(j=:m  ^ 
a^  que  p^-\-'i:z:zn ^  &  par  conféquent 
que  pqzzizn  —  2. 

Maintenant,  quarrant  la  première  de  ces 
égalités  ,  on  a  />/?  -j-  ipq  ~j-  qq-zi^mm  y  fi  on 
foullrait  de  ceci  la  féconde  prife  quatre 
fois  ,  ou  Apq^:^^n — -8  ,  il  refte  pp — ipq 
>-^qqz:=z  mm- — 4;z-|-8  5  Si  prenant  la  racine 
quarrée,  on  trouvent» — qzi^y  mm — 4/2-i-î>. 
Qx  p-^q^^vi  ,  on  aura  donc  par  l'addition  > 


D^  A    L    G    E    B    R   E.  64^ 

lp^=im-\'\  7nni—jf7i-\-y, ,  owp— -^ ? 

&  par  la  fouftraftion ,  iq—m^ymm—^n^'è 
ou  ^--.'^■-y'^-y'''-^.  Ayant  donc  trouve 
pii  q  y  on  n'a  plus  qu'à  fuppofer  chaque 
fafteuri^o  ;  afin  de  déterminer  les  valeurs 
de  X  :  le  premier  donne  xx-^-pax-^-aa 
r^  o  5  ou  XA-:=:  — pax  —  aa  ,  d'où  l'on  tire 

pa    I         /pcaa  va     ,     I 

.r  =  —  i-.-l-y'^^    — aa  y   ou   :<==:  —  — -r - 
ciypp  —  4j   le  fécond  facteur   donne  x 

—  —  ^^j-layuq  —  4',  Se  ce  font-là  les 
quatre  racines  de  Téquation  propofée. 

762. 

Pour  rendre  cet  article  plus  clair,  foît 
donnée  l'équation  x^  —  4A'-- — ixx  —  4.V 
-j-  iz^c.  Nous  avons  ici  az^i  ,  m^=^ — 4, 
/ziz:i — 5  ;  par  conféquenî/72;72 — 4^2-1-8^=36^ 
&  la  racine  quarrée  de  cette  quantité  1=  6  j 

donc  p:=:' — ^z=::l  ,  &  ^= '~r-^^ J  9 

de  là  réfultent  les  quatre  racines  I.  )  5c  II.  ) 
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&  IV.  )  -  =  f  +  f  \/i  I  ^^^ ,  c'eft-à-d. 
que  les  quatre  racines  de  l'équation  prc- 
pofée  font  : 

Les  deux  premières  de  ces  racines  font 
imaginaires  ou  impofiibles  ;  mais  les  deux 
dernières  font  poffîbles  ^  puifqu'on  peut 
indiquer  y  2 1  aufîi  exaciement  qu'en  le 
fouhaire  ,  en  exprimant  cette  racine  par 
des  fraftions  décimales.  En  effet ,  2 1  étant 
autant  que  21,00000000,  on  n'a  qu'à  tirer 
la  racine  quarrée  ,  comme  il  fuit  : 
2ilooloolooloolool4,582  5 

83J500 
'425 


9087500 

7264 


9162 


23600 

18324 


916451^27600 
J4582M 
69375- 


' r>^  A    L    G    E    B    R   E,  6^t 

Puis  donc  que  V  2 1  =z  4,5  8 1 5 ,  la  troi- 
fieme  racine  approche  d'affez  près  x 
^=.  4{j^  !  2  ,  &  la  quatrième  ,  x^^iOjioSy  5 
&  il  eût  été  facile  de  déterminer  ces 
racines  avec  encore  plus  de  précificn. 

Remarquons   que  la  quatrième   racine 

étant  à  très-peu  près^  ou^,  cette  valeur 

fatisfera  déjà  afTez  exaftement  à  l'équation  ; 

en  effet,  fi  l'on  fait  x-izzj^  on  trouve^ 

. i- — i4-izz:zj^:   on   auroit    dû 

125      25      51  625  ' 

trouver  o ,  mais  la  différence ,  comme  on 
voit^  n'eft  pas  grande. 

7Ö3' 

Le  fécond  cas  où  une  réfolutîon  fèm- 
blable  a  lieu  ,  eft  le  m.êm.e  que  le  premier 
quant  aux  ccefficiens,  mais  il  en  diffère 
dans  les  fignes  ;  car  nous  fuppoferons  que 
le  fécond  &  le  quatrième  termes  aient  des 
fignes  différcns^  une  telle  équation  eft  donc, 
par  exemple  : 
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qui  peut  être  repréfentée  par  le  produit,' 

(xx-j-y^a.v  —  aa)  (^xx-^qaxzizzaa'):=z=LO, 
Car  la  multiplication  réelle  de  ces  fafteurs 
donne 
x'^-\-{p-Vq)ax'  +  {pq  —  l)aaxx  —  {p-\-q) 

quantité  qui  eft  égale  à  la  formule  pro- 
pofée  ,  fi  on  fuppoiè  en  premier  lieu/7-|-^ 
•=zm  y  &  en  fécond  lieu  ^.7 — 2z=:i/'2,  ou 
j)qz::^n-\-2y  parce  que  de  cette  façon  les 
quatrièmes  termes  deviennent  égaux  d'eux- 
mêmes.  Qu'on  quarre  ,  comme  ci-deffus , 
la  première  équation  ,  on  aura  pp-\^'^p^ 
J^qq==zmm ;  qu'on  fouftraye  de  celle-ci 
la  féconde  prife  quatre  fois ,  ou  4pqzzz:4n 
-j-Sj  il  reftera  />/>  —  ipq  -^^  qqzi^mm 
—  4/?  —  85  la  racine  quarrée  eft  /?  —  q 

:=.y  7nm — 4/2 — 8,  &  de  là  on   obtient/? 


&  ^— "-^7"^"-%  Ayant 
donc  trouvé  p  S^  q  y  on  connoîtra  par  le 
premier  fafteur' les  deux  racines  x^^ — i 
pci±\\/'pp'\-4  ^  èi  par  le  fécond  fofteur 
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les  deux  racines  xz=: —  1  qa-^^ay  qqj{.j[  , 
c'eft-à-dire  qu'on  aura  les  quatre  racines 
de  l'équation  propofée. 

764. 

5cît  donnée  Téquation  x^  —  3  .  2  a:'  -|"  5 
•  ^x-^- 1 6==io ,  nous  avons  ^=2  &  m=. — 3 , 

&  nz=zo\  ainfi  y  mm — 4/2 — 8  =  1  ,  &  par, 
conféquent 

p — —l — — — I  )  O-  y  —  — ^r-  — — 2» 
Donc  les  deux  premières  racines  font  x 
rz3i-fy  5,  &  les  deux  dernières  font  x 
:=zi  +  v  8  ;  moyennant  quoi  les  quatre  ra- 
cines cherchées  feront  :  I.  )  x  z=  1  -]--  y/j  , 

lL)^Vz=z:l— v/5  ,    11I.)JC=2+V^8  ,  IV.  )  X 

ZIII2 — y/s.  Par  conféquent  les  quatre  fac- 
teurs de  notre  équation  feront  {x — i  — v/5) 
(jc— i+v/5)(x-2— v/s)  (x— 2+v/8), 
&  leur  multiplication  effective  produit  réel- 
lement cette  équation  ;  car  les  deux  pre- 
miers étant  multipUés  entr'eux  ,  donnent 
XX — IX — 4  ,  ^  les  deux  autres  donnent 
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XX — 4x — 4;  or  ces  deux  produits  multi- 
pliés pareillement  l'un  par  l'autre  ,  font  x* 
—  6x^-|-  24x4-  16  ,  ce  qui  eft  précifément 
l'équation  propofée. 


CHAPITRE    XIV. 

JDe  la  Regle  de  Bomb  élu  ^  pour  réduirt 
la  réfolution  des  Equations  du  quatrième 
degré  à  celle  des  Equations  du  troißeme 
degré. 


765. 


N^ 


ous  avons  fait  voir  plus  haut ,  com- 
TlTent  on  réfout ,  par  la  regle  de  Cardan  , 
les  équations  du  troifieme  degré ,  ainfi  tout 
confifte  principalement ,  pour  les  équa- 
tions du  quatrième ,  à  en  réduire  la  réfo- 
lution à  celle  des  équations  du  troiiieme 
degré.  C'eft  qu'il  n  eft  pas  pofTible  de  ré- 
foudre généralement  les  équations  du  qua- 
trième degré  fans  le  fecours  de  celles  da 
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troifieme  ;,  vu  qu'ayant  même  déterminé 
une  des  racines ,  les  autres  ne  laiffent  pas 
de  décendre  d'une  équation  du  troifieme 
degré.  Et  on  peut  conclure  de  là  qu'auffi 
les  équations  de  dimenfions  plus  hautes, 
préiiippofent  la  réfolution  de  toutes  les 
équations  de  degrés  inférieurs. 

760. 

Or  il  y  a  déjà  quelques  fiecîes  qu'un 
Italien  ,  nommé  Bombellt  ,  a  donné  une 
regle  pour  cela ,  que  nous  nous  propofons 
d'expliquer  dans  ce  Chapitre  (*). 

Soit  donnée  l'équation  générale  du  qua- 
trième degré,  x^ -\- ax^'  '\- h  x  x '\' ex -^  i 
niz  o ,  où  les  lettres  ^  a^h  ,  c  ^  d  ^  fignifient 
tous  les  nombres  imaginables.  Qu'on  fup- 
pofe  maintenant  que  cette  équation  foit  la 
même  que  celle-ci,  {xx-\-\ax-^p)'' 
—  {qx-\-ry-z:izo^  OÙ  il  s'agiffe  de  déter- 

(  *)  Cette  méthode  appartient  plutôt  à  Louh  Ferrari.  Ou 
la  nomme  improprement  la  regle  dz  Bombdii  ,  ainfi  qu'os 
attribue  à  Cardan  la  méthode  imaginée  par  Sâj>ion  Fima^ 
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miner  les  lettres  p  ^q  &  /-,  de  manière  qu'on 
obtienne  l'équation  propofée.  Si  on  range 
la  nouvelle  équation ,  on  aura 

x^  '■\'  a  x^'  '\-'~  a  a  X  X  -\-    apx  -^pp 
»-[-    ipxx — -iqrx  —  rr 
— '    qqx  X 
Or  les  deux  premiers  termes  font  ici  déjà 
les  mêmes  que  dans  l'équation  donnée  ,  le 
troifieme  term^e  exige  qu'on  fafle  ^  aa  -j-  2/? 
■ — qqz=ib  y  ce  qui  donne  qq^=z-aa  -f-2/? 
—  èy  le  quatrième  terme  indique  qu'on 
-doit  faire  a^ —  iqr:z=c  ,  ou  iqrz^ap  —  c; 
enfin  on  a  pour  le  dernier  terme  pp — rr 
z=:J  ^  ou  rrzz^zpp  —  d.  Voilà  donc   trois 
équations  qui  doivent  donner  les  valeurs 
de  /? ,  5'  &  A 

767. 

La  manière  la  plus  facile  d'en  tirer  ces 
valeurs  eft  la  fuivante  :  qu'on  prenne  la  pre- 
mière équation  quatre  fois  ,  on  aura  Aqq 
z=aa-\-'6p  —  4^;  cette  équation  multipliée 
par  la  dernière ,  rr^^^i^^pp  —  d.^  donne 
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/^qqrrzzzip'^  '-\-{a2 — ^b) pp  —  S^c — d 

Si  de  plus  on  quarre  la  féconde  équation  , 
on  aura  ^qqrrznazaapp  —  iacp-\-cc,  Ainfi 
nous  ayons  pour  4qjrr  deux  valeurs  qu'on 
peut  égaler  entr'elles ,  ce  qui  fournit  l'équa- 
tion Sp'  -f-  (  a:i  — 40  )  pp — SJp — J(aa — 4^) 
zzzzaapp — i.icp-\-cc  ,  ou  ,  en  portant  tous 
les  termes  d'un  même  côté,  8/?-' — ^^pp 
"^lac — %d)p — aad-\-j^bd — ccz=.o  ^  équa- 
tion^u  troiiîeme  degré  ,  qui  donnera  tou- 
jours la  valeur  de  p  par  les  règles  expofées 
plus  haut. 

768. 

Ayant  donc  déterminé  les  trois  valeurs 
de  p  par  les  données  a  ,  b  ^  c  ^  d  ^  cq  qui 
ne  demande  que  d'avoir  trouvé  une  feule 
de  ces  valeurs  ,  on  aura  aufG  les  valeurs 
des  deux  autres  lettres  q  Èk^  y  car  la  pre- 
mière équation  donnera  q::zz:\/^r^-]-ip'  b, 
&  k  féconde  donne  /-=:  ^^^.  Or  cts  trois 
valeurs  étant  déterminées  pour  chaque  caji 
Tome  L  T  t     ■ 
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donné  ,  voici  comment  on  pourra  trouver 
enfin  les  quatre  racines  de  l'équation  pro- 
pofée  : 

Cette  équation  ayant  été  réduite  à  la 
forme  (xx -^-^axpY  —  iq x '\-ry-:=Oy 
on  aura  ixX'^lax-\-'py ^z^qx-^-ry ^ 
&  en  tirant  la  racine ,  ^x  -f-  ^  ^  x-\-p=qx 
^ry  ou  bien  xx-^^ax-^-p^i — qx — r. 
La  première  équation  donne  xx==:((j — ^a) 
X — p-^r  y  à'oh  l'on  peut  avoir  deux  ra- 
cines ;  &  la  féconde  équation  ,  à  laquelle  on 
peut  donner  la  forme  jcx  z^: — (j'-f--^) 
x—p—r,  fournira  les  deux  autres  racines» 

769. 

Eclairciflbns  cette  regle  par  un  exemple  5 
&  fuppofons  doniîée  l'équation  a:^  — lox^ 
-}-3  5^;c —  50;^-}-  24:1=0.  Si  nous  la  com- 
parons avec  no«|  formule  générale  ,  nous 
avons a=— 10,  ^^=^35  ,  cz==:— 50  ,  0^1=24, 
&  par  conféquent  l'équation  qui  doit  donner 
la  valeur  de  p  eft  8^^  — 140/^/^+8  08/3 
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—  1540=0,  OU  ^p'—y^pp-r-ioip—T^Sj 

=  0,  Les  diviièurs  du  dernier  terme  font 
1,557,11,  ccc.  Le  premier  i  ne  fatis- 
fait  pas  ',  mais  en  faifant  r'zzz  5  ,  on  trouve 
250 — 875-|"îOio — 385:=::=o  ,  en  loree  que 
p=^^*  Si  on  fuppofe  de  plus  p=zy^on 
trouve  686— 171 5  4"  î 4^4  — 3 ^î  =^0  , 
marque  que  /?=7  eft  la  féconde  racine. 
Il  refte  à  trouver  la  troifieme  racine  :  qu'on 
divife  donc  l'équation  par  2  ,  pour  avoir 
p' — T-pP'^^^'P  —  '-p^^^'^  ?  ^  qu'on  con- 
sidère que  le  coefiicient  du  fécond  terme  ^ 
ou  Y  5  étant  la  fomme  de  toutes  les  trois 
racines  ,  &  les  deux  premières  faifant 
enfemble  i  2  ,  la  troifieme  doit  néceffaire' 


meRt  être  ~ 


Nous  connoiffbns  par  conféquent  les 
trois  racines  en  queftion.  Mais  remarquons 
qu'une  feule  eût  fuffi  ,  parce  que  chacune 
donne  également  les  quatre  racines  de 
notre  équation  du  quatrième  degré. 


Tt 
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770. 

Pour  le  prouver  ,  Toit  d'abord  /^=5  , 

nous  auronSJ-i^::::  V  23  -}-  10 ^5  zzzO,  & 

rz:^ — 5^±L°z^^.  Or  rien  n'étant  déterminé 

o  o 

par-là  5  prenons  la  troiiîeme  équation  rr 
"^^^pp — ^:=2  j — ^4^^!  ,  de  forte  que  rzzzr  * 
nos  deux  équations  du  fécond  degré  feront: 

\.^XXz:zz  5X 4,  II.)  XXzzz:  ^X 6. 

La  première  donne  les  deux  racines  x 
=  -d:\/~?  ou  a'iiiï;^,  c'eil-à-dire  x::=4 

*La  féconde  équation  donne  xr=:i^+y- 
nz:^,  c'eft-à-dire  ,  xnznj  &  ximi. 
Mais  fuppofons  maintenant />  1=1: 7  ,  nous 

aurons  ^riz y  25-1-14  —  35=11:1  &  /-zzn 

—  Zîll^zzi:  —  \^  d'où  réfultent  les  deux 
équations  du  fécond  degré,  I.)    xx^==.^j  x 

—  12,  II.)  XX  rzr  3  X  —  2  ;  la  première  donne 

x  =  ^+V^^^*^^-^^=^"^9  ^^^"^fi  X  =  4 &  X 
:zz:i3  5  la  féconde  fournit  la  racine  x:=^\ 
■f  y^l^::::^^^  &  par  conféquent  x  =  2  j  &: 
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Ä*  =  T  ;  de  forte  que  par  cette  (cconde 
fuppoficion  on  trouve  les  mêmes  quatre 
racines  que  par  la  prem:ere. 

Enfin  les  mêmes  racines  fe  trouvent  ^  par 
la  troifieme  valeur  de  /7,iizi^.  Car  on  a 

dans  ce  cas  j  =  \/ x  >  4"  *  *  —  3  5  =  i  9  & 
rinr — ^^^z=.  —  J- ;  &  par -la  les  deux 
équations  du  fécond  degré  y 

I.) xxz=z.^:^x  —  o  ,  II.)  XX  1=1:4^:  —  3 . 
On  tire  de  la  première  ^  ä  z=:  5  +  \/  i  ^  c'efl:- 
à-dire,  .y  11=: 4  &  xzm  2  5  &  de  ia  féconde  , 
jc  ==:  2  ^  y  i  .  c'eft-  à-dire ,  x  =1=:  5  v5c  x  z=i:  i  , 
ce  qui  forme  encore  les  quatre  racines 
trouvées  ci-devant, 

77^ 

Soit  propofée  cette  autre  équation  ,  .v^ 
—  i6x- —  iiznizo^  dans  laquelle  a:=:zo, 
ùzzizo  ,  c:=  —  16  ,  c/zi^ —  I  2.  Notre  équa- 
tion du  troiliem.e  degré  fera,  ^p--\-96p 
■ —  2^6  =  0,  ou  p-  -^  i  ip  —  3  2  =^ o ,  cv  on 
peut  rendre  cette  équation  encore  plusiîm- 
ple,  en  isLiùnipzi^it  ^  car  on  a  alors  Su 

Tt  3 


66l  E    L    à    M    E    N   § 

divifeurs  du  dernier  terme  font  1,2,  4. 
Xir.ç,  des  racines  fe  trouve  être  t-zziz  i  ^  donc 
pzim  ^qzzzz  y  4  zin^  2  ,  &  /-zzz  ~  =  4.  Par 
conféquent  les  deux  équations  du  fécond 
degré  font  .vxzzz2X-|-2  5  &  xx=:z — ix — 6^ 
&  elles  fourniffent  les  racines  x  11=:  i  -^y  } 

772. 

Nous  tâcherons  de  rendre  encore  plus 
familière  la  refolution  dont  nous  parlons  ^ 
en  la  répétant  toute  entière  dans  l'exem- 
ple faivant  : 

On  a  l'équation  x^ — 6x^-\- 1  ixx — i  ix 
-|-  4=1^0  ^  qui  doit  être  contenue  dans  la 
formule  (xx  —  3 .r  -j"/')"  —  (<]X'-\'ry=:o , 
dans  la  première  partie  de  laquelle  on  a 
mis  — 3X,  parce  que — 3  eft  la  moitié 
du  coefficient  —  6  du  fécond  terme  de 
l'équation  propofée.  Cette  formule  étant 
développée  ,  donne  x^  —  6.v^  -|-  (ip  -^  9 
r'q^)xx  —  {6p~\-i^r)x-^pp  —  rr=^o,k 
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comparer  avec  notre  équation  ,  &  il  en 
réfulte  les  égalités  fuivantes  : 

I.)2/?+9— ^7^— 12,  n.)6p-]-iqrz=ii^ 
lll.)fp — rr=4.  La  première  donne  ,  qj 
z=ip — 3  ;  la  féconde  ,  i(^rz=zi  i — ôp^  ou 
qr=z6  —  }p  y  la  troifieme  ,  rr:=zzpp  —  4, 
Multipliant  rr  par  5^^,  on  a  qqrrziizip''' 

—  WP  —  ^F~\^^^  5  ^  ^'^^  autre  côté  ,  fi 
on  quarre  la  valeur  de  çr^  on  a  qjrrz=  36 
— i^-P~\'9PF  ^  ^^^^  nous  avons  Téquation 

^P'  —  iPP—^P-r^  ^=9PP—)  ^P^i  ^  5  ou 
2p- — iipp-\-i8p — 24  =  0,  ou  p'  —  6pp 

^i4p  —  I  2=0  ,  dont  une  des  racines  eft 
p=i  ;  &  il  s'enfuit  que  ç^^in^i  ,  q^^i  & 
qrzzi:rz=.o.  Donc  notre  équation  fera  {-xx 
— lx-\-iy=zxx  y  d:  la  racine  quarrée  txf^ 
fera  xx — ix-^-izzz^-rx.  Si  on  adopte  lot 
iigne  fupérieur ,  on  a  xxz=:j^x — 2  ;  ôc  en 
admettant  le  figne  inférieur ,  on  obtient  xx 
r=z:2„r — 2  5  d'oii  fc  tirent  les  quatre  racines 
ä:=2+  v  2  ,  &  ^=^1  +  V  — ^* 


Tt  4 
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CHAPITRE     XV. 

D^une    nouvelle    méthode    de  rèfoudrc    les 
Equations  du  quatrième  degré» 


n 


111 


ous  avons  vu  comment ,  par  la  regle 
de  Bombelli  ,  on  réfout  les  équations  du 
quatrième  degré  par  le  moyen  d'une  équa- 
tion du  troilîeme  degré  ;  mais  on  a  trouvé , 
depuis  l'invention  de  cette  regle ,  une  autre 
voie  pour  parvenir  à  cette  rélblution  j  & 
comme  cette  méthode  eft  tout-à-fait  diffé- 
îente  de  la  première  ,  elle  mérite  d'être 
^pliquée  féparément  (*). 

774- 

On  fuppofe  que  la  racine  d'une  équa- 
tion du  quatrième  degré  a  la  forme  x^inry /? 

(*)  La  mjrhode  dont  il  va  être  queftlon  ,  appartient 
à  M.  Eulir  lui-même.  Il  l'a  expofée  dans  le  fixieme  vo- 
lume des  anciens  Commentaires  de  Pétersbourg. 
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H"V  ?~1~V/  '  y  o'^  ^^s  lettres/?  ^  q  ^  r  fîgni- 
fient  les  racines  d'une  équation  du  troiiieme 
degré ,  .j-  — fl',-^rg\  —  ^^^^^  ;  ^^^  ^'^^^^  T*-'^ 

Cela  pofé  ,  on  quarre  la  formule  adoptée , 
x=.\/ p~\-\/ q-\-\^  r  ,  &  on  a  xx  z=^p-\-q 
-J-/--J- 2  v/f  ?-K 2  ^7'/^^+  ^  V  '/^  ;  Se  puiique 
p^q-\^r—f,  on  a  xx—f=i\/pq-\-i\/pr 
~i\/qr;  en  prend  de  nouveau  les  quarrés , 
&  on  trouve  x'  —  ifxx  -X-ffzzn  ^^pq  -j-4/''^ 

+Aqr^r'^\/ppq^-V^VFW'\-^VFr'''  Or 

^pq-\-  4pr-X-j^qr:=^4g ,  ainfi  l'équation  àe- 
yientx^—ifxx+ff—4g=S  \/pqr.{\^p 

&i  pqri=zli ,  ou  ypqrznzyhy  donc  on  par- 
vient à  l'équation  du  quatrième  degré  jc* 
— ifxx — %.x\/ h-^-ff — 40-1=0,  dont  une 
des  racines  eft  fûrement  xz=^\/ p-\-\  q 
-j-y  r,  &  ohp  y  q  Sz  r  font  les  racines  de 
l'équation  du   troiiieme  degré,    {• — /{{ 
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■  775. 

L'équation  du  quatrième  degré  ,  à  la- 
quelle nous  fommes  parvenus ,  peut  être 
regardée  comme  générale  ,  quoique  le  fé- 
cond terme  x'^  y  manque  ;  car  nous  ferons 
voir  plus  bas  qu'une  équation  complète 
quelconque  peut  être  transformée  en  une 
autre  où  le  fécond  terme  foit  ôté.  . 

Soit  donc  propofée  l'équation  x"^  — axx 
— l?x — cz=zo  y  pour  en  déterminer  une  ra- 
cine. Nous  la  comparerons  avec  la  for- 
mule trouvée  ,  afin  de  parvenir  aux  valeurs 
de/:,  ^  &  h  ;  il  faut   1°.  que  zß=^a  ,  & 

f=^9  i^-  q'Je  8  \/h-=.b  y  ainfî  ^^=^^7; 
s""-  que//— 45-=— ^.  ou^-45'+c=io, 
Q\x^-aa-\-c'=ia^g;  par  conféquent  q^-^e^zzz^ 

776. 

Puis  donc  que  l'équation  x'' — axx — hx 
— czi^-o  y  donne  les  valeurs  des  lettres  /, 
g  &  A  ^  de  manière  que  f^:^  ^-a,  ^=  ^aci 
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mera  de  ces  valeurs  Téquation  du  troifîeme 
degré  i'  — /{{"{".?{ — ^  ^^^  ?  P*^^^  ^^  cher- 
cher les  trois  racines  par  la  regle  connue. 
Et  fi  l'on  fuppcfe  ces  racines  ,  I.)  {  =:=/> , 
II.)r:zi:y,  m.)  T^zzzLr ,  il  faut  qu'une  des 
racines  de  notre  équation  du  quatrième 
degré  foit  x  ziz:  yp  _|-  y/  ^  -|-  y/ /-. 

777. 

Il  femble  d'abord  que  cette  méthode 
ne  fournit  qu'une  feule  des  racines  de 
l'équation  propofée  j  mais  fi  on  réfléchit 
que  chaque  figne  y  peut  être  pris,  tant 
négativement  que  pofitivement ,  on  fentira 
fur  le  champ  que  cette  formule  contient 
même  toutes  les  quatre  racines. 

Il  y  a  plus  :  fi  on  vouloit  admettre  tous 
les  changemens  poîTibles  des  fignes  ,  on 
auroit  huit  valeurs  différentes  pour  a-  5  & 
cependant  quatre  feulement  peuvent  avoir 
lieu.  Mais  remarquons  que  le  produit  de 
ces  trois  termes  ;  qui  eft  \  p^r  ^  doit  être 
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égal  à  y  h  =1:  ^  ^  ,  &  que  (x\b  e^  pofitif , 
le  produit  des  termes  \/p  ,  yq  &  \/ r  , 
doit  pareillement  être  pofitif,  de  forte  que 
les  variations  admiffibles  fe  réduifent  aux 
quatre  qui  fuivem  : 

I.)   xzzz      ^pJ^^q^^r, 
IL)    x=      ^/p—^^q—y^r, 

IV.)  x=-^p~y^qJ^^r. 

De  même  ,  quand  |  ^  eft  négatif,  on  a 
fimplement  les  quatre  valeurs  de  x  que 
voici  : 

L)  X—    x/p^ry/q—v^y 

IL)  X3ZZ     \//^— v/^+V^/-, 

IIL)  x=— V/^+v/^-f y/-, 

IV.)    A":^ \//^— V  ? V  ^• 

Cette  remarque  nous  met  en  état  de 
déterminer  les  quatre  racines  dans  tous 
les  cas  j  l'exemple  fuivant  le  fera  voir. 
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•       '  778. 

Soit  propofée  l'équation  du  quatrième 
degré  x^ — i^xx-^ôox  —  ^6:=:zo  ^  dans 
laquelle  le  fécond  terme  manque.  Si  nous 
la  comparons  avec  la  formule  générale  , 
nous  avons  a  =  25  ,  1?^=^ — 60  &  €=-^6  , 
&après  cela/=.-^,5-::=ff+9  =  f ,  & 
Jiz^^^;  moyennant  quoi  notre  équation 
du  troifieme  degré  devient  : 

Pour  chalTer  d'abord  les  fraftions  ^  fai- 

Ions  .7  =::i-;  nous  aurons >-t+-^ 

^4'  64        2     i6  *    ^^ 

•-  —  ^"^  =0  ,  e^  en  multipliant  par  le  plus 

grand  dénominateur^  u' — )Ouu-\-j6()a 

—  3600  :=o.  Il  feut  déterminer  les  trois 

racines  de  cette  équation;  elles  fe  trouvent 

toutes  trois  pofitives  ;  l'une  d'elles  eft  z/^^rc) , 

&  en  divifant   l'équation  par  u — 9  ^  on 

trouve  la  nouvelle  équation  un  —  4 1  ^^  -h  400 

==^0,   ou  uuzzujixu  —  400 ,  qui  donne  u 
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trois  racines  font  ^=9 ,  r/zzzi6 ,  &  u:^i^'\ 
Par  conféquent 

i.)^=|,ii.)ï=4,ni.)T=|^ 

Et  voilà  donc  les  valeurs  des  lettres  p  y 
q&cr  ^  c'eft-à-dire  que/':^::^,  ^==14  y  r 
:=  il.  Maintenant ,  fî  nous  faifons  atten- 
tion que  yp^r  =:  yk  =.  —  !^l,  &  c{u'ainfi 
cette  valeur  =^Z'  eft  négative,  il  nous 
faudra ,  pour  nous  conformer  à  ce  qui  a 
été  dit  à  l'égard  des  fignes  des  racines  y /?, 
\/q^  y/r^  prendre  tous  ces  trois  radicaux 
en  moins ,  ou  n'en  prendre  qu'un  feul  en 
moins  ;  &  par  conféquent  ,  comme  yp 
=  ^  ,  yq=zi  &  yrzz^^-,  les  quatre 
racines  de  l'équation  propofée  fe  trouvent 
être  : 

liL)x  — i  +  i  +  ^-      3, 

lY.)x=—l—i  —  l=—6. 

De  ces  racines  réfultent  les  quatre  fafl:eurs, 
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Les  (îfeux  premiers  multipliés  enfemble, 
donnent  xx—ix-\-i  ;  le  produit  des  deux 
derniers  eft  xx-^-^x  —  iS  ,  &  en  multi- 
pliant ces  deux  produits  Tun  par  l'autre ,  on 
trouve  exaélement  l'équation  propofée» 

779- 

Il  nous  refte  à  faire  voir  comment  une 
équation  du  quatrième  degré,  dans  laquelle 
le  fécond  terme  fe  trouve  ,  peut  être  tranf- 
formée  en  une  autre  où  ce  terme  manque. 
Nous  donnerons  pour  cet  eiTet  la  regle  fui- 
vante. 

Soit  propofée  l'équation  générale  y^ 
^ay^-^èjy-^cy-l-Jzzzo,  Qu'on  ajoute  à 
y  la  quatriemie  partie  du  coefficient  du 
fécond  terme  ,  ou  bien  -  a,  &  qu'on  écrive 
à  la  place  de  la  fomme  une  nouvelle  lettre 
X  y  de  façon  que  j-|-  -::::=:x  ^&par  confé- 
Q^tx)Xyzi=LX —  -a;  on  aura  yyz=zxx — - 

A' ,  &  enfin  ce  qui  fuit  : 
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-ir^y'  =  -V^^"'  —  \aaxx  -f  j^aW—^-a^ 
'\-hyy  =  -^b  X  x    —  4 ^^^  +  ~^^^^ 

'\-cy:=  +CX      —^dC 

4-  ^  =  +  ^ 


■iabx'\--i,-aah\^_^^ 


x^-{-  o  —^daxx  +  - 
•\-bxx 

-\-cx     — -ac 
+  i 

On  a  donc  à  préfent  une  équation ,  dans 
laquelle  le  fécond  terme  eft  ôté  j  &  à  la- 
quelle rien  n'empêche  d'appliquer  la  regle 
donnée ,  pour  en  déterminer  les  quatre  ra- 
cines. Après  quoi  ces  valeurs  de  .v  étant 
trouvées  ,  on  déterminera  facilem.ent  celles 

de  j^  j,  puifque  y=^^  —  -<^* 

780. 

Voilà  où  on  eft  parvenu  jufqu'à  préfent 
dans  la  réfolution  des  équations  algébriques  ; 
c'eft  inutilement  qu'on  s'eft  donné  beaucoup 
de  peines  pour  réfoudre  de  la  même  ma- 
niera les  équations  du  cinquième  degré  & 

de 
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de  dimeniîons  plus  élevées  ,  ou  pour  les 
réduire  du  moins  à  des  degrés  inférieurs  > 
de  forte  qu'on  n'eit  pas  en  état  de  donner 
des  règles  générales  pour  trouver  les  ra- 
cines des  équations  qui  paflent  le  quatrième 
degfré. 

Tout  ce  qu'on  a  eu  de  fuccès  ne  s'étend 
qu'à  des  cas  très-particuliers  ^  le  principal 
de  ces  cas  eft  celui  où  une  racine  ration- 
nelle a  lieu  j  car  on  la  trouve  facilement 
par  la  méthode  des  divifeurs ,  parce  qu'on 
fait  qu'une  telle  racine  doit  toujours  être 
facteur  du  dernier  terme  j  le  procédé  ,  au 
refte ,  eft  le  même  que  celui  que  nous  avons 
enfeigné  pour  les  équations  du  troifieme 
&  du  quatrième  degré. 

781. 

Il  fera  cependant  néceffaire  d'appliquer 
encore  la  regle  de  Bombelli  auffi  à  une 
équarion  qui  n'ait  point  de  racines  ra- 
tionnelle?. 

Soit  donnée  l'équation  y  ^  — %y  '  -f- 1 4yy 
Tome  7,  V  v 


€y4  E  L  È  M  E  N  s 

«-|-4y— 8:=:o.  Il  faudra  commencer  par 
retrancher  le  fécond  terme,  en  ajoutant  le 
quart  de  fon  coefficient  k  y  y  en  fuppofant 
y — i:=zx  ,  &:  en  fubllituant  dans  l'équa- 
tion ,  au  lieu  de  y  fa  nouvelle  valeur  x-^ij 
au  lieu  de  y  y  la  valeur  ^^-|-4X'-|-4  ,  & 
au  lieu  de  jy^  la  valeur  x^ '\-6xx-\'\ix 
-|-8.  Et  faifant  de  même  à  l'égard  de  y^  ^ 
on  aura  : 

y^z^zX^-^-ix'  J{-  I4XX  -\.'^1X  +16 

—  Sy'=:  — 8x^  — 48^^  —  96X— 64 
^I4yy=z  +14XX+  ^6x-]r^6 
+  4y   =  -i-    4^+    8 

—  8      p=  ~   8 

x^'\-  o  —  loxx—   4X+  8=0. 

Cette  équation  étant  comparée  avec 
notre  formule  générale  ,  donne  a  =  io  ^ 
h=^4y  crm — 8  j  d'où  nous  concluons  que 
f=^,g=ll,k  =  18cy/A  =  l;  que  le 
produit  ypqr  fera  pofitif  ^  &  que  c'eft  de 
l'équation  du  troilîeme  degré  ;j^'  —  5  ;j^:^  -f-  IZ 

l  —  -  =  o,  qu'il  faut  chercher  les  trois 
racines  p  9  q  ^  r. 
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Retranchons  d'abord  les  fraftions  de  Cette 
équation.  Si  nous  faifons  ^  :z:^  -^ ,  nous  avons, 
après  avoir  multiplié  par  8  ,  l'équation  u? 
—  iQuu  -\-  iju — 2  =  0  5  où  toutes  les 
racines  font  pofitives.  Or  les  divifeurs  du 
dernier  terme  font  i  &  2  j  fi  nous  effayons 
-p^iX  u:=^i  ,  nous  trouvons  1  —  io-j-17 — '^ 
=  6  ',  ainfî  l'équation  ne  fe  réduit  pas  à 
zéro  ;  mais  en  efTayant  par  t/  :=  1  ,  nous 
trouvons  8 — 40-I-3  4 — i:==o  ,  ce  qui  fa^ 
tisfait  à  l'équation  ,  &  donne  à  connoîtfe 
que  ^:zi=2  eft  une  des  racines.  Les  deux 
autres  fe  trouveront  endivifant  par  u — 2  , 
comme  de  coutume  ;  le  quotient  uu  —  Sr^ 
H-izz=ödonnez/:^:=8z^ — i  ^&iu=zz^-\-^  V  ^  5* 
Et  puifque  {  =:=-^  u  ,  les  trois  racines  de  l'é- 
quation du  troifieme  degré  font ,  I.  )  {=/? 

t=i ,  II.)  ,1=^  1^  III.)  T=.=^. 


\ 
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783. 

Ayant  donc  déterminé /?,  ^r ,  r^  nous 
avons  auffi  leurs  racines  quarrées  ,  favoir  : 

Mais  nous  avons  vu  plus  haut,  (675  , 
676  ) ,  que  la  racine  quarrée  de  ^  4;  y  ^  , 
quand  \/  aa — t=c  y  s'exprime  par  \/ci+ \/  b 
zzzz  v^^^  +  \/''—  ;  ainfi,  comme  dans  notre 
cas  a=^%  &  v^  =  iV  »5  ?  &  que  par 
conféquent  hz=.6o  &  cizz:2  ,  nous  avons 

V^8+.v/i5  =  v/5+v/3^&  v/b— 2V/15 

=  V/5~v/}. 

Or,  nous  avons  maintenant  x/pz=zi^ 

y/ q  —  -:^  ,  &C  x/r^"^^:,  àonc,  puif- 
C'ue  nous  favons  auffi  que  le  produit  de 
ces  quantités  eft  pofirif ,  les  quatre  valeurs 
de  X  feront  celles-ci  : 

I.)  .^^^+^^+^.==X+!^l^^^^?^ 
=  1-/5» 
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m.)  x=--x/p^\/ q—\/  r^-1  +^±±:mii:i 
=— 1— y/3. 

Enfin 5  comme  nous  avions y=x-^i  j 
les  quatre  racines  de  l'équation  propofée 
font  : 

i-)y=^Wu    in.b'-=i+v^5, 


CHAPITRE     XVI. 

Z?e    la  réfolution   des    Equations   par  des 
approxiixiations. 

784. 

J^jORSQUE  les  racines  d'une  équation  ne 
font  pas  rationnelles ,  foit  qu'on  puifle  les 
exprimer  par  des  quantités  radicales ,  foit 
qu'on  n'ait  pas  même  cette  reiTource , 
comme  c'eft  le  cas  pour  les  équations  qui 
palTent  le  quatrième  degré,  on  eft  oblige  de 

Vv  3 
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fe  contenter  de  déterminer  leurs  valeurs  par 
des  approximations,  c'eft-à-dire  par  des 
voies  qui  font  qu'on  approche  toujours 
davantage  de  la  vraie  valeur  ,  jufqu'à  ce 
que  Terreur  puiffe  être  çen{ée  nulle»  On  a 
propofé  différentes  méthodes  de  cette  eft 
pece  ,  nous  allons  détailler  les  principales, 

785. 

Le  premier  moyen  dont  nous  parlerons , 
fiippofe  qu'on  ait  déjà  déterm.iné  affez  exac^ 
tement  la  valeur  d'une  racine  (*)  j  qu'on 
fache  ,  par  exemple ,  qu'une  telle  valeur 
furpaffe  4 ,  &  qu'elle  efl:  plus  petite  que  5« 
Dans  ce  cas ,  fi  l'on  fuppofe  cette  valeur 
z=z4A-p ,  on  eft  sûr  que  p  exprime  une  ' 
fraélion.  Or  fi  p  eft  une  fraftion  ,  &  par 
conféquent  moindre  que  l'unité ,  le  quarre 

(*)  Cette  méthode  eft  celle  que  Newton  a  donnée  au 
commencement  de  fa  méthode  des  fiux'ions.  En  lappro-. 
fondidant  on  la  trouve  (ujette  à  différentes  imperfedions  *,. 
c'eft  pourquoi  on  y  fubfthuera  avec  avantage  la  méthode 
que  M.  de  la  Grange  a  donnée  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  ,  pour  les  années  1767  et  1768. 
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de  /?  >  fon  cube  ,  &  en  général  toutes  les 
puiffances  plus  hautes  de  p  ,  feront  encore 
beaucoup  plus  petites  à  Tégard  de  l'unité  , 
&  cela  fait  que  *,  puifqu'il  ne  s'agit  que 
d'une  approximation ,  on  peut  les  omettre 
dans  le  calcul.  Quand  on  aura  donc  dé- 
terminé à  peu  près  la  fraflion  p  ,  on  con- 
noîtra  déjà  plus  exaftemeut  la  racine  4  +/?  ; 
on  partira  de  là  pour  déterminer  une  nou- 
velle valeur  encore  plus  exacte  ,  &  on 
continuera  de  la  même  manière  ,  jufqu'à 
ce  qu'on  ait  approché  de  la  vérité  autant 
qu'on  le  fouhaitoit. 

786. 

Nous  éclaircîrons  cette  méthode  d'abord 
par  un  exemple  facile,  en  cherchant  par 
approximation  la  racine  de  l'équation  xx 
=  20. 

On  voit  ici  que  x  eft  plus  grand  que  4 
&  plus  petit  que  5  j  en  conféquence  de 
cela  on  fera  x  :=:=4  -j-/? ,  &  on  aura  xxz=:z  1 6 
•4-^/'-{-/'/'=:20  j  m.ais  com.me  pp  eft  très*^ 

Vy  4 
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petit ,  on  négligera  ce  terme  pour  avoir 
feulement  l'équation  16 -{-8/?  3=120  ,  ou  8/? 
t=4;  elle  donne/?:=^&  .v  =  4  ^^cequi 
approche  déjà  beaucoup  plus  de  la  vérité. 
Si  donc  on  fuppofe  à  préfent  a:=  4  --{-/?; 
on  eft  fur  que  p  fignifie  une  fraftion  en- 
core beaucoup  plus  petite  qu'auparavant , 
&  qu'on  pourra  négliger  pp  à  bien  plus 
forte  raifon.  On  aura  donc  xx=zio\ 
l\-^pz=zio y  OU  9/?;= — -,  &  par  confé- 
quent;.=— ^4^  donc  ^=4^— l  =  4l|. 
Que  fi  l'on  vouloit  approcher  encore 
davantage  de  la  vraie  valeur  ,  on  feroit 
^  =  4^+/?^  &  on  auroit  xx=zio-^^ 
:+8  r^/^=^^o;  ainfi  8f->=— ^,,  ^iip 

1296""""         ^6^  i  36.322"      °      11592* 

Donc  A"2iz:4^ ^11:1:4 -^.valeur  qui 

approche  fi  fort  de  la  vérité ,  qu'on  peut 
avec  confiance  regarder  l'erreur  comme 
nulle. 
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787. 

Géiiéralifons  ce  que  nous  venons  dex- 
pofer  5  en  luppofant  que  l'équation  donnée 
(bit.  xxzzi:,a  ^  &  qu'on  fache  d'avance  que  x 
efl:  plus  grand  que  n  ,  mais  plus  petit  que 
/7-[-T.  Si  après  cela  nous  fuppofons  jt"z=z/z 
4-/*  ^  en  forte  que  p  doive  être  une  frac- 
tion ,  &:  que  pp  puiffe  fe  négliger  comme 
une  quantité  très-petite  ,  nous  aurons  xx 
:=:^nn  -j-  inp:zzza  ;  ainii  lîip^nza  —  nn  ^  & 
piz^—:^;  par  coniequent  a:zz=:;2-j — ^ 
zzz.^1^.  Or  fi  n  approchoit  déjà  de  la  vraie 
valeur  ,  cette  nouvelle  valeur  "-^^— ^  en  ap- 
prochera  encore  beaucoup  plus.  Ainfi  en 
la  fubftituant  k  n  ^  on  fe  trouvera  encore 
plus  près  de  la  vérité  y  on  aura  une  nou- 
velle valeur  qu'on  pourra  fubfïituer  de  nou- 
veau ,  afin  d'apprcclier  encore  davantage  ; 
&  on  pourra  continuer  le  même  procédé 
auffi  loi;i  qu'on  voudra. 

Soit ,  par  exemple ,  az=:i  ,  c'eft-à-dire 
qu'on  demande  la  racine  quarrée  de  2  ;  ü 


on  connoît  déjà  une  valeur  aflez  appro' 
chante  ,  &  qu'on  l'exprime  par  n ,  on  aura 
une  valeur  de  la  racine  encore  plus  appro- 
chante, exprimée  par^^.  Soit  donc 
I.)  n=:\  ,  on  aura  ^=f-, 
IL)  n:ii::| ,  on  aura  -^=7^, 
m.)  ;2  =  ^^,  on  aura  ^=^^J,^ 
&  cette  dernière  valeur  approche  fi  fort 
de  \/i ,  que  fon  quarre™  ne  diffère  du 
nombre  2  que  de  la  petite  quantité  77^ , 
dont  il  le  furpaffe. 

788.. 

On  pourra  procéder  de  la  même 
manière ,  quand  il  s'agira  de  trouver  par 
approximation  des  racines  cubiques  , 
quarré-quarrées  ,  &c. 

Soit  donnée  l'équation  du  troifieme 
degré,  ;c'  =  a  ,  &  qu'on  fe   propofe  de 

trouver  la  valeur  de  y/ a.  On  fuppofera, 
fâchant  qu'elle  eft  à  peu  près  n^o.^&Qxz=n 
4-/7  S  on  aura ,  en  omettant  pp  ^  f  j  x^ 
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'^  2/z'-fa 


^/=  "TT~"  >  àoncx=z .  Si  donc 

n  eft  de  fort  près  =:  y/a ,  la  formule  que 
l'on  vient  de  trouver  en  approchera 
encore  beaucoup  plus.  Mais  pour  une 
précifion  encore  plus  grande ,  on  pourra 
la  fubftituer  à  fon  tour  à  la  place  de  /z, 
&  ainfi  de  fuite. 

Soit   par    exemple  x^  =  i  ,  &    qu'on 

veuille  déterminer  v/i.  Si  /z  approche  de 

près  le  nombre  cherché  ,  la  formule  ^^^ 

3  ^^^^ 
exprimera  ce  nombre  encore  de  plus  près  j 

qu'on  faife  donc 

I.)  n=:i  ,  on  aura  x=fj 
II.)  /z=4  ^  oj-i  2^^3  x=^^ 

m.)  n='^^  ,  on  aura  x  =  h^. 

789. 

On  emploie  cette  méthode  avec  le  même 
fuccès  ,  pour  trouver  par  approximatioö 
les  racines  de  toutes  les  équations. 


684  Elément 

Suppofons ,  pour  le  faire  voir ,  qu'on  aÎE 
l'équation  générale  du  troifieme  degré  , 
x'-^-axx-^èx-^-cizzzo  ,  où  n  approche 
déjà  beaucoup  d'une  des  racines.  Faifons 
x=:n  — p  ;  &  5  puifque  p  fera  une  fraâ-ion , 
négligeant  les  puiiTances  de  cette  lettre 
plus  hautes  que  le  premier  degré,  nous 
aurons  xx=  7in  —  mp^Sz  x^  zzi^rv  —  3  jipp^ 
d'où  réfulte  l'équation  ?v  —  -^nnp-^ajin 
'-^lanp'^bn  —  hp-^cz=zo  ,  ou  n}^ann 
^hn-^c=i'^nnp-\-ianp-^hpz=z(^^nn'^ian 

+^);^;  ainfi/7= ^ r— î r-^,  &  X 

(n'  4-  ann  +  h/i  +  c\ i/z^  -^-ann — c 

Cette  valeur ,  qui  eft  déjà  plus  exafte  que 
la  première ,  étant  fubftituée  à  la  place  de 
n ,  en  fournira  une  nouvelle  encore  plus 
exafle. 

790. 

Soit  ^  pour  appliquer  ce  procédé  à  un 
exemple,  .T^-j~2.v.v --f- 3 X — 5o:::=o  ,  on 
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c  =  i ,  ^  =  }  &  c  =  —  50.  Si  72  eft  cenfé 
approcher    de   près    une   des   racines ,  x 

= —, '--^—  5   lera  une  valeur  en- 

3/2^-^-4/2  +  3  ^ 

core  plus  proche  de  la  vraie.  Or  la  valeur 
x=^l  n'étant  pas  éloignée  de  la  véritable, 
nous  fuppoferons  ;2=^3  ,  &  nous  trouvons 
^=77«  Que  fi  nous  écrivions  cette  nou- 
velle valeur  à  la  place  de  ;2  ^  nous  en  trou- 
verions une  autre  encore  plus  exa6ie* 

791. 

Nous  ne  donnerons  pour  les  équations 
des  degrés  fupérieurs  au  troifieme  ,  que 
l'exemple  fuivant  : 

Soit    X'z:zz6x-^\0  ^   OM     x'  —  6x — lO 

=  0,  où  on  remarque  facilement  que  i 
eft  trop  petit ,  &  que  2  eft  trop  gj^nd.  Or , 
fi  x^:^n  eft  une  valeur  affez  proche  de  la 
vraie  ,  &:  qu'on  faffe  x=i:/2  -[-^  ^  on  aura 
x^  zzizn  -\-'  ^  fû p  ^  &  par  conféquent  rv 
-j- 5/2^^1=1: (5/z-j-6/?-[- 10  5   ou   ^n'p  —  6p 

^        I  ,       T>k  6/2-1- 10 72^ 

ii::=6/2-|-io  —  ;;'.   uowQ  p-=. -^ 
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&  x:=^- — ,      ^  ^  Qu'on  fuppofe  /2r=i  ; 
572** — -6  ^^ 

on  aura  :^=  ^= —  14  ,  cette  valeur  eft 

tout-à-fait  impropre ,  &  cela  vient  de  ce 

que  la  valeur  approchée  de  n  étoit  de  beau* 

coup  trop  petite»    On  fera  donc  /z  =  2  ,  & 

on  aura  jvzzz^ziz:^,  valeur  qui  s'écarte 

beaucoup  moins  de  la  vraie.   Si  on  fe  don- 

noit  la  peine  de  fubftituer  maintenant ,  au 

lieu  de  /2 ,  la  fraftion  j^ ,  on  parviendroit 

à  une  valeur  encore  bien  plus  exafte  de 

la  racine  .v. 

792- 

Voilà  la  méthode  la  plus  ordinaire  pour 
trouver  par  approximation  lès  racines  d'une 
équation ,  &  elle  s'applique  utilement  dans 
tous  les  cas. 

Nous  allons  indiquer  cependant  une  autre 
méthode  ,  qui  mérite  attention  à  caufe  de 
la  facilité  du  calcul  (*)•    Le  fondement  de 

(*)  La  méthode  d'approximation  qui  fuit  ,  fe  fonde 
fef  1^  Récrie  des  ikïl^  .S^'Sß  ?>9fi^n:s  récurrentes ,  Ôc  qui 
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cette. méthode  confifte  à  déterminer  pour 
chaque  équation  une  fuite  de  nombres , 
comme  a,  byC,  &c.  tels  que  chaque  terme 
de  la  fuite ,  divifé  par  le  précédent ,  indique 
la  valeur  de  la  racine  d'autant  plus  exac- 
tement ,  qu'on  aura  continué  plus  loin  cette 
fuite  de  nombres. 

Suppofons  que  nous  foyons  parvenus  déjà" 
aux  termes;? .  ? ,  ^.  /,  ^  >  &c.  il  faudra  que 
|-  indique  la  racine  x  déjà  affez  exaftement  ; 
c'eft-à-dire  qu'on  ait  à  très-peu  près^-=;r. 
On  aura  de  même  '-^=x ,  &  la  multipli- 
cation des  deux  valeurs  donnera  ~=:xx. 

F 
ont  été  imaginées  par  M.  de  Moivre,  On  doit  cette  mé- 
thode à  M.  Danhl  BemouUi  ,  qui  i'a  donnée  dans  les 
anciens  Commentaires  de  Pétersbourg  ,  tom.  IIL  Mais 
M.  Ehler  la  préfente  ici  fous  un  point  de  vue  un  peu 
différent.  Ceux  qui  fouhaiteront  dapprofopàtf^es  ma- 
tières ,  peuvent  contl^lter  les  chapitres  xiii  &"xvii  da 
premier  volume  de  ïlntrod.  in  anal,  mfinitomm  de  nciie 
célèbre  Auteur  :  Ouvrage  excellent  ,  dans  lequel  plu- 
fieurs  des  matières  traitées  dans  cette  première  partie  ,  et 
beaucoup  d*autres  également  relatives  aux  Mathémati- 
ques pures ,  font  développées  avec  autant  i%  clarté  quç 
jle  prof9j^dç\^. 
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De  plus ,  comme  -^-^^x  ,  on  aura  guffi^ 
=  x^  ;  enfuite  ,  puifque  jr  :==  .y  ,  on  aura  ^ 
ziz^A-^  &  ainfi  de  fuite. 

793- 

Aiîn  de  nous  expliquer  mieux  fur  cette 
îTiéthode ,  nous  commencerons  par  l'équa- 
tion du  fécond  degré  xx^z^x^-i  ,  &  nous 
fuppoferons  que  dans  la  férié  ci-deiTus  fe 
préfentent  les  termes/?,  q^  ^yf->  ^  ?  &c. 
Or,  comme  ■^:=:::A* .  ô^ -^i^xx  ,  nous  ob- 

tiendrons  l'équation  -  :;:=  ^-[- 1 ,  ou  q-^pz=:zr. 
Et  comme  nous  trouvons  de  la  même  ma- 
nière que  y^/--}-?  ^  &  ^^==^f-\-^  >  rio'-is  en 
concluons  que  chaque  terme  de  notre  fuite 
eil  la  fomme  des  deux  termes  précédens  ; 
de  forte  qu'ayant  les  deux  premiers  termes, 
on  ei^f^lFétat  de  continuer  facilement  la 
fuite  aufli  loin  qu'on  voudra.  Quant  à  ces 
deux  premiers  termes ,  on  peut  les  prendre 
à  volonté  5  fi  nous  fuppofons  donc  qu'ils 
ibient  o ,  i  ^  notre  fuite  fera  o ,  i  ,  1,2, 

3  ', 
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3^5  '  S,  13,21  ,  34,  559  89?  144, &c. 
&  telle  que ,  fi  on  en  divife  un  terme  quel- 
conque par  celui  qui  le  précède  immédia- 
tement ,  on  aura  une  valeur  de  x  d'autant 
plus  approchante  de  la  véritable  ,  qu'on 
aura  choifi  un  terme  plus  éloigné.  L'erreur , 
à  la  vérité ,  eft  très-grande  au  commen- 
cement j  mais  plus  on  avance ,  &  plus  ellô 
diminue.  Voici  la  fuite  de  ces  valeurs  de  ;c , 
dans  l'ordre  où  elles  s'approchent  toujours 
davantage  de  la  véritable  :     . 

"^ Ö  '    I    '    I    '    a   ^    3   ^    7  >     8    >     13  '    21   '    54  » 

55  '     89   '    ^^' 

Si,  par  exemple  ,  on  fait  ^=^,  on  a 
lliz=:il  4-^  =^^  ,  où  l'erreur  n'eft  que  de 
4-:  les  termes  fuivans  la  donneroient  eu* 

1^9 

core  plus  petite, 

794. 

Confidérons  auffi  l'équation  xx=:iX'^i^ 
&  puifque  toujours  x  =  ^,  &  xx=-^ 

nous  aurons -1=''^ -{~*  ?  ou /•=  2^-}"/'i 
Tome  L  X  X 
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d'où  nous  concluons  que  le  double  de 
chaque  terme  ajouté  au  terme  précédent, 
donne  le  terme  fuivant.  Si  nous  commen- 
çons donc  encore  par  o ,  i  ,  nous  aurons 
la  férié  : 

o  ,  1 ,  2  ,  5 ,  1 2  ,  29  ,  70  ,  169  5  408 ,  &c. 
d'où  il  s'enfuit  que  la  valeur  cherchée  de  x 
iera  exprimée  de  plus  en  plus  exaftement 
par  les  fraftions  fuivantes  : 

y 1       ^         5         l^       19       70        169       408      o^ 

^ o    »    7  ?    2    '    7  ?     iz  »     29  9      70  9    765  » 

lefquelles  ,  pâ:  conféquent ,  approcheront 
toujours  davantage  de  la  vraie  valeur  x 
1=  I  -j~  V  i  j  de  forte  que  fi  on  retfanche 
de  ces  fraftions  l'unité  ^  la  valeur  de  yz 
fe  trouvera  exprimée  de  plus  en  plus  exac- 
tement par  les  fraftions  : 

I         1       1       7         17        41        99       259        o 

o  '  I  9  .  ?  j-  ^  y;  )  -  9  70  '  Ï69  ^  ^^' 
Par  exemple,  I  a  pour  quarre  g,  ce 
qui  ne  diffère  que  de^du  nombre  2. 

795- 

Cette  méthode  n'eft  pas  moins  appli- 
cable aux  équations  qui  ont  un  plus  grand 
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y 


nombre  de  dimenfions.  Si  l'on  a ,  par  exem- 
ple y  l'équation  du  troifieme  degré  x^z=z:xx 
+  2A^+  I  ,  on  fera  xz=^j  ,  — =/,  2^  x' 
;=^ ,  &  on  umaf—r-\-ig-\-p^  par  où 
l'on  voit  comment  ,  par  les  trois  termes 
/?,  ^  &  r,  on  doit  déterminer  le  fuivant/; 
&  comm.e  le  commencement  eil  toujours 
arbitraire ,  on  peut  former  la  ierie  qui  fuit  : 
c,o,  I5  i,  3  ^  6^  13  ,  28^  60,  129,  &c. 
de  laquelle  réfultent  les  fractions  fuivantes 
pour  les  valeurs  approchées  de  x  : 

^  ^01  f  3  6_  72         îS  ÖD  12p  O 

'^  —  o  '   c   '   7^    T"^   3    >    6  >    13  '    28  '    ^   ?     ^^' 

les  premières  de  ces  valeurs  font  prodigie  u- 

fement  en  défaut  ;  mais  fi  on  iubilitue  dans 

l'équation ,  au  lieu  de  x ,  ^  ou  ^ ,  on  trouve 

^  =  zl2J^llMi=U^^où  l'erreur  n'eft 
343        49    »    7    »  343  '    ' 

que  de  ^^. 

796. 

Il  faut  remarquer  cependant  que  toutes 
les  équations  ne  font  pas  de  nature  à  pou« 
voir  y  appliquer  cette  méthode  ;  &  particu- 
lièrement lorfque  le  fécond  terme  manque , 
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elle  ne  peut  être    employée.    Car    foit , 
par  exemple,  x^:=2  j  fi  on  vouloit  faire 

x=z-8i  xx=:~^  on  auroit-=:=2  .  ou   r 

p  P     .  p  ^ 

^^  ip  y  c'eii  -  à  -  dire  r=zoq-\'  ip  ^  d'où 

réfulteroit  la  fuite 

1,1,2,1,4,4,8,8, I 6, I 6, 32,} 2 &c. 

de  laquelle  on  ne  peut  rien  conclure ,  parce 

que  chaque  terme ,  divifé  par  le  précédent , 

donne  toujours  xz=i  1  ,  ou  xzi=  2.  Mais  on 

peut  obvier  à  cet  inconvénient ,  en  faifant 

a:  1=11  j —  i  3  car  de  cette  façon  on  ajyj)/-[-  ly 

' —  I  =1:12  ;  &  fi  l'on  fait  maintenant  j)^zi=| 

SsLyyzz^-^  on  trouve  l'approximation  que 

nous  avons  déjà  donnée  ci-deffus. 

797- 

Il  en  feroit  de  même  de  l'équation  x'^ 
=^  i  ;  elle  ne  fourniroit  pas  une  telle  fixité  de 

nombres  qui  indiquât  la  valeur  de  y  2. 
Mais  on  n'a  qu'à  fuppofer  ^^==JK —  i  ,  afin 
d'avoir  l'équation  j^  —  ^yy  -|~  3.7 —  1  =  2, 
ou  j^  :^  lyy  —  3  j  -|"  M  car  faifant  à  préfent 
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-}-3/7,  moyennant  quoi  l'on  voit  comment 
trois  termes  donnés  déterminent  le  fuivant- 

Adoptant  donc   trois  termes    quelcon- 
ques pour  les  premiers ,  par  exemple  o , 
o ,  I  ,  on  a  la  férié  que  voici  : 
^^0,1  ,^y6j\i^ij,6i  ,144,  3  24,  &c. 

Les  deux  derniers  termes  de  cette  fuite 
donnent  j/z=r^~&  xz=z^;  &  cette  fraction 
approche  en  effet  aflez  de  la  racine  cubique 
de  2  ;  car  le  cube  de  -  eft  ^^ .  &  celui  de 

4  04  ^ 
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II  faut  obferver  de  plus ,  au  fujet  de  cette 
méthode ,  que  lorfque  l'équation  a  une 
racine  rationnelle ,  &  qu'on  choifit  le  com- 
mencement de  la  période  tel  que  cette 
racine  en  réfulte  ,  chaque  terme  de  la  fuite  , 
divifé  par  le  terme  précédent ,  donnera 
également  la  racine  exafliement. 

Pour  le  faire  voir ,  foit  donnée  l'équa- 
tion xx:z:^x-^z  ,  dont  une  des  racines  efir 

Xx  3 
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.Y  r=  2  5  comme  on  a  ici ,  pour  la  férîe  ^ 
la  formule  rzi^zq-^-ip  ^  fi  on  prend  i  ,  2 
pour  les  deux  premiers  termes  ,  on  a  la 
fuite  1,2,4,  8,  16,32,  64 5  &c.  qui 
efl:  une  progreflion  géométrique  dont  l'ex- 
pofant  :=:  2, 

La  m.ême  propriété  fe  prouve  par  l'équa- 
tion du  troifieme  degré  .T^  =  xx--j-3x-j-9, 
qui  a  JC  =  j  pour  une  des  racines.  Si  on 
fuppofe  les  premiers  termes  i  ,  3  ,  9  ,  on 
trouvera,  parla  formule/zr:/--!- 3 5^-1-9/7, 
la  férié  1,3,0,  27 ,  8 1  ,  243  ,  &c.  qui 
eft  pareillement  une  progreflion  géomé- 
trique, 

799' 

Mais  lorfaue  le  commencement  de  la 

i. 

fuite  s'écarte  de  la  racine ,  il  ne  faut  pas 
croire  qu'on  ira  du  moins  en  s'approchant 
de  cette  racine  5  car  lorfque  l'équation  a 
plus  d'une  racine  ,  la  fuite  ne  donne  par 
approximation  que  la  plus  grande  racine  , 
^n  ne  trouve  pas  une  des  moindres ,  à  moins 
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d'avoir  choifî  les  premiers  termes  conve- 
nablement pour  cet  effet  5  cela  s'éclaircira 
par  l'exemple  fuivant  : 

Soit  l'équation  xx=ià^x  —  3  ,  dent  les 
deux  racines  font  xzmx  &  x^=.\,  La  for- 
mule pour  la  fuite  eft  r-=zj^q — t^p  ,  &  fi 
l'on  prend  i  ,   i  pour  le  commencement 
de  la  férié  ,  qui  indique  par  conféquent  la 
plus  petite  racine  ,  on  a  pour  la  fuite  en- 
tière :  I  ,  I  ,  I  ,  I  ,  I  ,  I  ,  I ,  ï  ,  &c.  mais 
Il  on  adopte  pour  premiers  termes  les  noin- 
tres  1,3,  qui  contiennent  la  plus  grande 
racine  ,  on  a  la  fuite  :  i ,  3  ,  9  ,  27  ,  8 1  , 
^45 ,  729  ,  &c.  cil  tous  les  termes  indiquent 
,svec  précifion  la  racine  j.   Enfin  ,  ^\  on 
adopte    un    autre    commencement    quel- 
conque ,  pourvu  qu'il  foit  tel  que  la  plus 
petite  racine  n'y  foit  pas  comprife  ,  la  féri^ 
approchera  toujours  davantage  de  la  plus 
grande  racine  3  ;  c'efl:  ce  qu'on  peut  \ovi 
par  les  fériés  qui  fuivent  : 


Xx  4 
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Commencement , 

^^   I  >  4,   13  ?  40  j  12  r  ,  3^4,  Sec. 
I  5  2)  5  5  M,  41  5  lii,  365  ?&c. 
ij  3>  6,  15,  42,   125,  3665 109 J5&C, 
^5  i?-2^-ii ,- 38,-118,-362,-1091 , 
-3278,  &c. 

oîi  les  quotiens  de  la  divifion  des  derniers 
termes  par  les  précédens ,  approchent  tou- 
jours plus  de  la  racine  plus  grande  3  ,  & 
jamais  de  la  plus  petite. 

8oo- 

On  peut  appliquer  cette  méthode  même 
à  des  équations  qui  vont  à  Tinfini  ;  l'équa- 
tion fuivante  en  fournira  un  exemple  : 

La  férié  doit  être  telle  pour  cette  équation, 
que  chaque  terme  foir  égal  à  la  fomme 
de  tous  les  précédens ,  c'eft-à-dire  qu'on 
aura 

I  ,  I,  2,  4,8,  16,^2,64,  118,  &c* 
d'où  l'on  voit  que  la  plus  grande  racine 
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de  l'équation  propofée  eft  exaftement 
;c  ziz  2  ;  &  c'eft  ce  qu'on  peut  faire  voir 
auflî  de  la  manière  fuivante.  Qu'on  divifc 
l'équation  par  x  '^^  on  aura 

X   ^   X    ^   x^    '   a;     • 

ce  qui  eft  une  progreffion  géométrique, 
dont  la  fomme  fe  trouve  1=1:::^;  de  forte 
que  I  =  jTT  ^  niultipliant  donc  par  x—\  y 
on  a  x~i  =  i,&  A*:z=2. 

801. 

Outre  ces  deux  méthodes  de  déterminer 
par  des  approximations  les  racines  d'une 
équation ,  on  en  trouve  çà  &  là  quelques 
autres  ,  mais  qui  font  toutes  ou  trop 
pénibles  ou  trop  peu  générales.  La  méthode 
qui  mérite  la  préférence  fur  toutes  ,  eft 
celle  que  nous  avons  expliquée  en  premier 
lieu  j  car  elle  s'applique  avec  fuccès  à  toutes 
les  efpeces  d'équations ,  tandis  que  l'autre 
exige  fouvent  que  l'équation  foit  préparée 
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d'une  certaine  manière  ,  fans  quoi  on  ne 
pourroit  en  faire  ufage  ;  nous  en  avons 
yu  la  preuve  dans  difFérens  exemples. 


Fin  de  tAnalyfc  déterminée. 
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